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壮 
ll 


从 Clough 第 一 次 提出 “有 限 单 元 ”(Finite Element ) 概念 至 今 ， 有 限 单 元 法 (Finite 
Element Method) 在 很 多 的 学 科 和 工程 领域 得 到 了 成 功 的 应 用 。 我 们 可 以 使 用 有 限 单 元 法 
分 析 结 构 的 强度 、 刚 度 、 振 动 、 稳 定性 和 了 瞬 态 响应 等 问题 ， 还 可 以 分 析 传 热 、 电 磁场 、 
声场 、 生 物力 学 、 材 料 加 工 和 流体 力学 等 学 科 领 域 中 的 问题 。 在 目前 ， 有 限 单 元 法 已 经 
成 为 研究 科学 问题 、 进 行 工 程 设 计 和 分 析 的 一 种 重要 辅助 分 析 方 法 。 为 高 等 学 校 工 科 类 
专业 的 本 科 生 开设 有 限 元 分 析 方 面 的 基础 课程 ， 对 于 培养 工科 学 生 和 掌握 数值 模拟 方法 具 
有 重要 意义 。 许 多 工程 技术 人 员 也 有 学 习 使 用 有 限 元 分 析 软 件 的 需要 。 

目前 出 版 的 有 限 单 元 法 书籍 有 很 多 ,包括 有 限 单元 法 建 模 与 算法 方面 的 专 看 和 商用 
有 限 元 分 析 软 件 使 用 的 教材 等 。 由 于 专业 知识 、 工 程 应 用 背景 和 篇 幅 等 方面 的 原因 ， 在 
这 些 书籍 中 适合 用 作 有 限 元 分 析 基 础 课程 教材 的 并 不 多 。 结 合作 者 多 年 的 教学 实践 ， 在 
多 次 修改 讲义 的 基础 上 形成 了 本 书 。 本 书 在 介绍 有 限 元 法 基本 原理 、 有 限 单元 列 式 构造 
方法 、 基 本 复 法 的 同时 ， 结 合 工 程 应 用 背景 介绍 了 使 用 商用 有 限 元 分 析 软 件 ANSYS 解 
决 实际 工程 问题 的 建 模 、 求 解 与 结果 分 析 过 程 。 在 比较 短 的 时 间 内 ， 使 读者 了 解 有 限 单 
元 法 基本 原理 ， 掌 握 使 用 有 限 单元 法 分 析 工 程 问题 的 正确 步骤 和 方法 。 

在 有 限 单 元 法 发 展 的 早期 ， 使 用 有 限 元 软件 不 仅 需要 数值 计算 的 专门 知识 ， 还 需要 
具有 一 定 的 编写 程序 的 能 力 ， 软 件 使 用 起 来 也 很 不 方便 。 在 这 一 阶段 ， 能 够 应 用 有 限 单 
元 法 的 人 员 主 要 是 具有 计算 力学 、 结 构 力 学 背景 的 专业 人 员 。 现 在 ， 由 于 有 限 单 元 法 和 
计算 机 图 形 技术 的 发 展 ， 商 用 有 限 元 软件 功能 不 断 增 强 ， 软 件 的 用 户 界 面 越 来 越 友 好 ， 
工程 技术 人 员 不 需要 掌握 很 多 的 数值 计算 专门 知识 ,就 可 以 应 用 商用 有 限 元 软件 来 解决 
其 体 的 工程 问题 。 本 书 把 重点 在 有 限 单元 法 基本 原理 、 工 程 问题 的 建 模 、 有 限 元 软件 使 
用 与 结果 分 析 这 些 方面 ， 适 当 介 绍 了 商用 有 限 元 分 析 软 件 的 近期 发 展 和 应 用 ， 不 侧重 于 
具体 计算 公式 的 推导 。 

在 本 书 第 1 章 中 ,通过 回顾 有 限 单元 法 的 形成 与 发 展 过 程 ， 来 介绍 有 限 单元 法 的 核 
心思 想 ， 即 把 空间 上 连续 分 布 的 问题 转换 成 一 个 等 效 的 “有 限 自 由 度 ” 问 题 。 对 典型 算 
例 进 行 详细 推导 ， 介 绍 构造 和 求解 有 限 单元 列 式 的 基本 方法 。 用 尽量 短 的 篇 幅 介 绍 了 有 
限 单 元 法 的 一 些 典 型 应 用 案例 。 在 第 2 章 中 ,介绍 了 ANSYS 软件 的 功能 和 用 户 界 面 ， 
结合 简 支 梁 的 变形 分 析 讲 解 ANSYS 软件 的 基本 使 用 。 

在 第 3 章 中 ， 以 弹性 力学 平面 问题 为 工程 背景， 介绍 了 采用 直接 刚度 法 构造 有 限 单 
元 列 式 ， 包 括 弹 性 力学 问题 基础 、 单 元 位 移 函 数 、 单 元 分 析 、 载 办 移 置 和 整体 分 析 等 内 
容 。 在 第 4 章 中 ， 介 绍 了 如 何 用 ANSYS 软件 分 析 典 型 的 弹性 力学 平面 问题 ， 讨 论 如 何 
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用 上 方法 和 p 方法 提高 计算 结果 的 精度 ， 并 介绍 了 ANSYS 软件 提供 的 p 方 法 。 在 第 5 章 
中 ， 介 绍 了 有 限 单元 法 常用 的 等 参 单元 ， 包 括 等 参 单 元 的 基本 概念 、 位 移 函 数 构 造 方法 
与 数值 积分 。 在 第 6 章 中 ,介绍 了 用 虚构 原理 建立 弹性 力学 轴 对 称 问 题 的 有 限 单 元 列 
式 ， 并 介绍 了 如 何 用 ANSYS 软件 分 析 弹 性 力学 轴 对 称 问 题 。 

在 第 7 章 中 ， 以 传 热 分 析 为 工程 背景 ， 介 绍 了 用 加 权 余 量 法 建立 有 限 单元 列 式 ， 包 
括 加 权 余 量 法 简介 、 二 维稳 态 温 度 场 分 析 的 有 限 元 列 式 、 单 元 的 温度 刚度 和 矩阵， 还 介绍 
了 用 ANSYS 软件 分 析 稳 态 和 和 瞬 态 传 热 问 题 的 方法 。 

本 书 的 写作 目的 是 为 机 械 工 程 、 材 料 加 工 工程 专业 的 高 年 级 本 科 生 开设 有 限 元 分 析 
课程 提供 教材 ， 同 时 为 工程 技术 人 员 了 解 有 限 单元 法 和 学习 使 用 ANSYS 软件 提供 快速 
入 门 的 参考 书 。 选 择 弹 性 力学 平面 问题 作为 工程 应 用 背景 ， 一 是 因为 在 实际 工程 问题 
中 ， 除 了 杆 、 梁 结构 之 外 ， 经 常 要 分 析 复 杂 儿 何 形 状 零件 的 强度 与 变形 ; 二 是 因为 介绍 
弹性 力学 平面 问题 有 限 单元 法 ， 能 使 读者 了 解 有 限 单 元 法 形成 的 基本 思路 。 传 热 过 程 是 
工程 问题 中 最 基本 的 物理 过 程 之 一 ， 因 此 也 把 传 热 间 题 作为 工程 应 用 背景 。 介 绍 传 热 问 
题 有 限 单 元 法 ， 能 使 读者 了 解 有 限 单 元 法 具有 严密 的 数学 基础 ， 而 不 仅仅 是 一 种 工程 近 
似 方 法 。 

作者 希望 通过 本 书 与 读者 分 享 学 习 和 使 用 有 限 单 元 法 的 心得 ， 并 引起 读者 进一步 学 
习 有 限 单元 法 的 兴趣 。 受 限于 作者 的 知识 范围 和 写作 能 力 ， 书 中 难免 存在 错误 之 处 ， 冤 
请 批评 指正 。 
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第 工 蔓 ”有 限 单元 法 简介 


1.1 数值 模拟 方法 简介 








科学 研究 与 解决 工程 问题 的 基础 在 于 物理 实验 与 实物 观测 ， 例 如 对 金属 材料 的 凝固 过 程 
进行 物理 实验 、 对 天 体 运行 进行 观测 。 现 代 科 学 人 研究 方法 的 核心 是 通过 实验 或 观测 建立 研究 
对 象 的 数学 模型 ， 基 于 数学 模型 进行 研究 与 分 析 。 这 种 研 完 方 法 可 以 追溯 到 伽利略 的 工作 ， 
成 熟 于 牛顿 的 三 大 定律 与 微 积 分 。 采 用 实物 模型 进行 物理 实验 的 研究 周期 长 、 投 入 大 ， 有 时 
甚至 无 法 在 实物 上 进行 ， 如 天 体 物 理 的 研究 。 在 数学 模型 上 进行 的 数值 模拟 研究 具有 人 研究 周 
期 短 、 安 全 、 投 入 少 等 优点 ,已 经 成 为 科学 研究 、 解 决 工程 问题 不 可 或 缺 的 工具 。 

数值 模拟 方法 的 应 用 对 象 分 为 三 个 层次 

1) 宏观 层次 : 常见 的 工程 建筑 、 机 械 设 备 、 零 件 等 。 

2) 界 观 层 次 : 材料 的 微观 组 织 与 性 能 ， 如 金属 材料 的 唱 粒 度 影 响 其 届 服 强度 。 

3) 微观 层次 : 基本 物理 现象 与 机 理 ， 如 金属 材料 凝固 时 的 结晶 与 晶 粒 生长 过 程 。 

宏观 与 界 观 层次 的 数值 模拟 方法 包括 : 

1) 有 限 差 分 方法 (Finite Difference Method ,FDM) : 微分 方程 的 直接 离散 方法 。 

2) 有 限 元 单 法 (Finite Element Method ,FEM) : 用 有 限 矿 度 的 单元 的 集合 来 代 蔡 连续 体 ， 
分 为 Lagrange 方法 ，Euler 方法 ，ALE 方法 。 

3) 边界 单元 方法 (Boundary Element Method ,BEM) : 一 种 半 解 析 方 法 。 

4 ) 有 限 体 积 方法 ( Finite Volume Method,FVM) :把 空间 划分 成 有 限 尺 度 的 体积 单元 ， 
变形 体 流 过 这 些 在 空间 上 固定 的 体积 单元 ， 但 单元 的 空间 位 置 不 变 。 

5) 无 网 格 方法 (Meshless Method) : 只 布置 结 点 ， 不 需要 划分 单元 网 格 ， 有 权 函 数 。 

微观 层次 的 数值 模拟 方法 包括 : 

1) 第 一 原理 法 (First Principle Simulation ) : 量子 力学 方法 ， 直 接 计算 原子 的 电子 结构 。 

2) 元 胞 目 动 机 方法 (Cellular Automata) : 把 空间 划分 成 网 格 即 元 胞 ， 通 过 元 胞 的 局 部 相 
互 作用 来 描述 复杂 的 、 全 局 的 系统 。 

3) 肚 特 卡 党 方法 (Monte Carlo Method ) : 把 颗粒 运动 定义 为 随机 过 程 ， 用 势能 的 变化 来 
判断 上 颗粒 运动 能 否 被 接受 。 

4) 分 子 动力 学 方法 (Molecular Dynamics ) ， 分 为 经 盟 方 法 、 租 入 原子 模型 (Embedded 
Atom Model) 、 从 头 计算 (ab initio ) 的 方法 。 经 典 方法 的 原理 是 把 分 子 作为 颗粒 ， 用 牛顿 方程 
计算 颗粒 运动 ， 只 考虑 颗粒 之 间 存 在 的 势能 。 骸 入 原子 模型 的 原理 是 : 原子 的 势能 取决 于 两 
个 原子 间 势 能 的 距离 和 电子 密度 的 舰 和 能。 从 头 计算 方法 的 原理 是 : 根据 原子 的 电子 结构 计 
算 原 子 之 则 的 作用 力 。 



























































1.2 有 限 单 元 法 的 起 源 


在 科学 研究 或 解决 工程 技术 问题 的 时 候 ， 通 常会 根据 观测 、 实 验 的 结果 来 研究 基本 元 素 
的 性 质 、 规 律 ， 建 立 基 本 元 素 的 数学 模型 。 再 把 基本 元 素 组 合成 实际 研究 对 象 ， 建 立 实 际 研 
究 对 象 的 数学 模型 ， 最 后 求解 这 个 数学 模型 。 在 科学 人 研究 和 工程 技术 领域 内 ， 经 常会 遇 到 两 
类 典型 的 问题 。 第 一 类 问题 可 以 归结 为 有 限 个 已 知 基本 元 素 的 组 合 。 例 如 ， 材 料 力 学 中 的 连 
续 梁 、 建 筑 结构 框架 和 梅 架 结构 。 这 类 问题 称 为 离散 问题 。 

如 图 1-1 所 示 平 面 榆 架 结构 ， 是 由 5 根 只 承受 轴 回 力 的 直 杆 组 成 ， 其 中 每 根 直 杆 的 
受 力 状况 相同 ， 栓 架 绪 构 的 基本 元 素 和 目 然 是 直 杆 。 图 1-2 是 北京 故宫 太 和 殿 ， 建 筑 主 体 
是 木质 架 架 结构 ， 其 中 每 根深 、 立 柱 可 以 作为 一 个 基本 元 素 。 图 1-3 是 法 国 巴 黎 的 埃 菲 
尔 铁 塔 ， 塔 身 全 是 钢 架 铁 空 结构 ， 用 1.8 万 余 个 金属 部 件 安 装 而 成 ， 高 300. 65m， 重 
达 7000t， 于 1889 年 竣工 。 图 1-4 是 国家 体育 场 的 外 观 。 尽 管 像 埃菲尔 铁塔 、 国 家 体 
育 场 这 类 现代 建筑 的 结构 非常 复杂 ， 还 是 由 一 些 基 本 构件 组 成 。 国 家 体育 场 外 壳 就 是 
由 图 1-5 所 示 的 支架 组 成 。 




















图 1-1 平面 桦 架 系统 图 12 ”北京 故宫 太 和 殿 图 1-3 巴黎 埃菲尔 铁塔 
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图 1.4 国家 体育 场 外 观 图 1-5 国家 体育 场 外 过 的 文 架 
这 类 离散 问题 的 特点 是 : (D 可 以 把 整个 对 象 分 解 为 有 限 个 相同 或 相似 的 基本 元 素 ; @) 用 
相同 的 方法 分 析 每 个 组 成 元 素 ; (3 不 管 规模 有 多 大 ， 离 散 问题 是 可 解 的 。 特 别 是 随 着 计算 机 
技术 的 发 展 , 已 经 能 够 求解 图 1-3、 图 1-4 这 样 结构 复杂 、 规 模 巨 大 的 离散 问题 。 
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第 二 类 问题 是 针对 连续 介质 ， 通 党 可 以 建立 这 些 问 题 应 遭 循 的 基本 方程 ， 即 微分 方程 和 
相应 的 边界 条 件 。 与 离散 问题 不 同 ， 在 建立 基本 方程 时 所 人 研究 的 对 象 通常 是 无 限 小 的 单元 ， 
所 以 这 类 问题 称 为 连续 体 问题 ， 例 如 热传导 问题 ， 弹 性 力学 问题 ， 电 磁场 问题 等 。 

以 三 维 空间 均匀 连续 介质 中 的 热传导 问题 为 例 ， 这 个 问题 可 以 归结 为 由 控制 方程 、 初 始 
条 件 与 换 热 边界 条 件 所 组 成 的 方程 组 : 


0 oF 9 o7 9 97 | 二 o7 
式 中 ,7 了 为 温度 ; x、y、z 是 空间 坐标 ; t 是 时 间 ; A 是 导热 系数 ; p 是 材料 密度 ; c 是 比 热 
容 ; 0 是 内 部 热源 。 
切 始 温度 场 可 以 是 不 均匀 的 ,但 各 点 温度 值 都 是 已 知 的 ， 其 函数 表达 为 : 








P= Tl (1-2) 
有 三 种 换 热 边界 ， 其 中 人 第 三 类 换 热 边界 条 件 为 : 
o7 
-A =h(T-7,) (1-3) 








有 关 热 传导 问题 的 偏 微 分 方程 组 是 封闭 的 ， 因 此 可 以 用 解析 方法 求解 。 但 是 对 于 许多 复 
淋 的 热传导 问题 ， 无 法 得 到 解析 解 。 

尽管 已 经 建立 了 连续 介质 问题 的 基本 方程 ， 由 于 边界 条 件 的 限制 ,通常 只 能 得 到 少数 简 
单 问 题 的 解析 解 ， 对 于 许多 实际 的 工程 问题 还 无 法 给 出 解析 解 。 为 解决 这 个 困难 ， 工 程 师 们 
和 数学 家 们 提出 了 许多 近似 方法 。 

在 寻找 复杂 连续 介质 问题 求解 方法 的 过 程 
中 ， 工 程 师 和 数学 家 从 两 个 不 同 的 路 线 得 到 了 相 
同 的 结果 ， 即 有 限 单 元 法 (Finite Element Meth- 
od) 。 有 限 单元 法 的 形成 可 以 追溯 到 20 世纪 50 年 
代 甚 至 更 早 些 时 间 ， 基 本 思路 来 源 于 固体 力学 中 、 
算 阵 位 移 法 的 发 展 和 工程 师 对 结构 相似 性 的 百 沉 ， 
判断 。 对 不 同 结构 的 杆 系 、 不 同 的 载荷 ， 用 和 矩阵、 
位 移 法 求解 都 可 以 得 到 统一 的 矩阵 公式 。 如 图 1-6 、 
所 示 ， 从 固体 力学 的 角度 来 看 ， 在 一 定 的 受 力 和 
约束 条 件 下 检 架 结构 的 变形 方式 与 连续 的 方 板 的 - 
变形 方式 之 间 存 在 一 定 的 相似 性 ， 复 杂 形 状 的 板 
可 以 等 价 为 通过 结 点 连接 的 多 个 矩形 板 或 三 角形 。 ” 图 1-6 连续 体 与 离散 结构 的 比拟 
板 。 这 就 产生 了 一 个 来 和 目 结构 类 比 的 想法 ， 即 可 以 把 矩阵 结构 法 的 求解 原理 推广 到 非 杆 系 结 
构 问 题 的 求解 。 

在 1952 ~ 1953 年 期 间 ，R . 叉 . Clough 和 M .JJ. Turner 在 分 析 飞 机 三 角 著 (Delta Wing ) 
振动 问题 时 ， 提 出 了 把 平面 应 力 三 角形 板 或 矩形 板 组 合 起 来 表达 机 愤 刚 度 的 方法 ， 当 时 被 称 
为 直接 刚度 法 。1956 年 M .J. Tumner，R .从 .Clousgh,， 了 .C. Marin， 工 .本 .Topp 在 纽约 
举行 的 航空 学 会 年 会 上 发 表 论 文 《复杂 结构 的 刚度 和 变形 分 析 》(“ Stiffness and deflection anal- 
ysis of complex structures”) 介绍 了 这 种 新 的 计算 方法 ， 从 而 将 矩阵 位 移 法 推广 到 求解 弹性 力 
学 平面 应 力 问 题 。 他 们 把 平面 板 元 结构 划分 成 一 个 个 三 角形 和 算 形 的 “单元 ”， 利 用 单元 中 















































到 


近似 位 移 函 数 ， 求 得 单元 结 点 力 与 结 点 位 移 关 系 的 单元 刚度 矩阵 。1960 年 ，R . 双 ， Clough 
在 论文 《平面 应 力 分 析 的 有 限 元 单元 》(“The finite element in plane stress analysis”) 中 首次 提 
出 了 有 限 单元 (Finite Element) 这 一 术语 ， 他 也 因此 被 称 为 “有 限 单元 之 父 ”。Clough 在 2001 
年 发 表 的 回顾 文章 《4 关于 有 限 单 元 法 起 源 的 思考 》(“Thoughts about the origin of the finite ele- 
ment method ) 中 详细 介绍 了 他 当年 提出 有 限 单 元 法 的 过 程 。 Clough 和 EE.L. Wilson 在 他 们 
发 表 的 回顾 文 草 《伯克利 早期 有 限 单 元 人 研究》(“ Early finite element research at Berkeley”) 中 话 
细 地 介绍 了 有 限 单元 法 的 早期 研究 工作 。 

















1.3 ”有 限时 元 法 的 一 般 原理 


在 这 里 引用 0 . C. Zienkiewicz 的 一 段 话 来 说 明 有 限 单 元 法 的 一 般 原 理 ， “人 类 思维 的 限制 
在 于 不 能 通过 一 步 运算 就 掌握 复杂 环境 和 事物 的 行为 。 因 此 ， 和 爷 把 所 有 系统 分 解 为 它们 的 元 件 
或 单元 ， 这 些 元 件 的 行为 已 经 被 充分 地 了 解 ， 再 把 元 件 重 新 组 痿 成 原来 的 系统 来 研究 系统 的 行 
为 。 这 种 研究 方法 是 一 种 很 自然 的 方法 ， 工 程 师 、 科 学 家 ， 甚 至 经 济 学 家 都 在 使 用 。 

例 1-1: 平面 梅 架 123 如 图 177 所 示 。 已 知 各 杆 件 的 弹性 模 
量 E=2.0x10 MPa， 各 杆 的 截面 积 均 为 4 =0.5cm ， 杆 13 的 长 
度 为 100cm， 载 集 P=2kN。 求 平面 检 染 各 杆 的 内 力 与 位 移 。 

假设 杆 12、 杆 23 和 杆 13 的 内 力 分 别 为 W 、N 和 mi 。 

结 点 2 在 站 方 铝 和 了 方向 的 平衡 方程 分 别 为 

P- ny, + ny, =0 

P+ ny, + ny, =0 
由 上 面 的 两 个 方程 可 以 得 到 ，N =0KN，N = -2. 828kN。 
结 点 3 在 站 方 回 的 平衡 方程 为 




















图 1-7 “平面 析 架 





解 得 N =2kN 

如 果 按 照 上 面 所 述 思路 来 求解 大 型 平面 柏 架 ， 计 算 的 工作 量 很 大 ， 而 且 不 同 的 解 题 者 可 
能 采用 不 同 的 解 算 思路 。 通 过 分 析 单 个 杆 件 的 受 力 变形 特征 ， 可 以 建立 规则 的 解 算 方法 来 计 
算 平 面 柏 名 的 受 力 ， 并 用 计算 机 实现 这 种 解 算 方 法 。 平 面 析 架 属于 离散 结构 系统 ， 各 杆 件 目 
然 就 是 单元 。 杆 12 为 单元 1， 杆 23 为 单元 2， 杆 13 为 单元 3。 单 元 编号 、 结 点 编号 与 单元 
长 度 如 表 1-1 所 示 。 





表 1-1 单元 编号 、 结 点 编号 与 单元 长 度 
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1. 平面 柏 架 的 单元 分 析 
1) 在 局 部 坐标 系 中 建立 结 点 力 分 量 与 结 点 位 移 分 量 的 关系 矩阵 。 局 部 坐标 系 x 轴 的 正 
方向 由 前 结 点 i 指 疝 尾 结 点 ]， 结 点 位 移 与 结 点 力 如 图 1-8 所 示 。 


根据 胡 克 定律 y z 
f= (uw us) (1-4) si 


HU: 














由 单元 平衡 ， 得 下 证 有 Uix J” 
设 上 = 和 丝 ， 得 到 局 部 坐标 系 中 结 点 力 分 量 图 1-8 直 杆 的 结 点 位 移 与 结 点 力 


1， 


yy 


与 结 点 位 移 分 量 之 间 的 天 系 ， 


fi k 0 hk Ou 
f; 0 0 0lwu, 
: = ” (1-5) 
f, -kk 0 k 0lu, 
Jy 0 0 y 0 Us, 
f=ku 


2) 如 图 1-9 所 示 ， 根据 局 部 坐标 系 中 结 
点 位 移 、 绪 点 力 分 量 与 整体 坐标 系 中 结 点 位 
移 、 绪 点 力 分 量 之 间 的 关系 ， 建 立 转换 矩阵 7。 
得 到 整体 坐标 系 下 的 结 点 力 与 结 点 位 移 分 量 。 

局 部 坐标 系 相对 整体 坐标 系 的 夹 角 为 0， 
夹 角 的 正 负 号 这 守 右 手法 则 (从 X 轴 正 问 转 问 
7 了 轴 正 加 为 正 ) 。 在 整体 坐标 系 中 的 结 点 位 移 
分 量 与 局 部 坐标 系 中 的 结 点 位 移 分 量 存在 以 下 
关系 : 

















Li = ucos0 — u;,sind 


U, = uausing + ucos0 图 1-9 整体 坐标 系 与 局 部 
写成 矩阵 形式 坐标 系 中 的 结 点 力 与 位 移 分 量 
= E 式 ， 


Li coSO 一 SInO || Ui 
Li | sing cosg U;, 
将 局 部 坐标 系 中 单元 结 点 变量 转换 到 整体 坐标 系 中 单元 结 点 变量 的 转换 抢 阵 了 定义 
如 下 : 








cosO 一 SInO0 0 0 
sin0 cos0 0 0 
7 = (1-6) 
0 0 cosO — sin 
0 0 sin0 coSsO 
U=Tu, F=7f 


3) 在 整体 坐标 系 中 建立 单元 结 点 力 分 量 与 位 移 分 量 的 关系 矩阵 。 
f=T F=ku=kT  U 


coSsO sin0 0 0 
一 SInO cosO 0 0 
TT = 
0 0 cosb sin0 
0 0 一 SInO cosO 
F=TkT  U (1-7) 
在 整体 坐标 系 中 ， 单 元 结 点 力 分 量 与 位 移 分 量 的 关系 矩阵 (单元 刚度 算 阵 ) 为 : 
cos’0 slnOcoslO -cos“0 — sinGcos0 
pd slnOcosO sin“0 一 SinOcosO — sin’0 
K” =k (1-8) 
一 COS 0O 一 SinOcosO cos 0 slnOcoslO 
一 SIinOcosO — sin’0 slnOcosO sin’0 


直 杆 的 刚度 EM = 10000kN。 
单元 1 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 如 图 1-10a 所 示 ，0 =45°。 
1 1 -1 -1 
| | 
=1 = 1 
US TI 


2 
2 
y 
x Y J 
| | ， | 
部 部 y 
\ | 
xX 
| 
1 


a) 单元 1 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 。” b) 单元 2 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 ”6) 单元 3 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 


K'? =70.71 








图 1-10 单元 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 
单元 2 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 关系 如 图 1-10b 所 示 ,， 0 = -45°。 单 元 3 局 部 坐标 与 整体 
坐标 的 关系 如 图 1-10c 所 示 ，0 =0。。 





1 sl 1 1 1 0 -1 0 

| 1 1 -1 0 0 0 
KY =70.71 , K'Y = 100 

-1 1 1 -1 -1 0 10 

| 1 0 0 0 0 


2. 平面 棉 架 的 整体 分 析 
平面 棉 架 结 点 的 总 体 自由 度 编 号 与 单元 结 点 的 局 部 自由 度 编号 如 表 1-2 所 示 。 
表 1-2 平面 棉 架 结 点 的 总 体 自由 度 编号 与 单元 结 点 的 局 部 自由 度 编号 
结 点 1 2 3 


总 体 自 由 度 编 号 


1 2 3 

单元 1 局 部 自由 度 编号 1 5 3 4 

单元 2 局 部 自由 度 编号 1 9 3 4 
| | 























单元 3 局 部 日 由 度 编 号 
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根据 单元 结 点 的 局 部 编号 与 结 点 的 总 体 目 由 度 编号 的 关系 ， 把 单元 刚度 矩阵 直接 炙 加 得 
到 总 体 刚度 矩阵 ， 即 整个 结构 所 受 的 外 部 载 集 由 全 部 单元 来 分 担 。 例 如 ， 单 元 1 的 局 部 目 由 
度 1、2， 单 元 3 的 局 部 自由 度 1、2， 都 对 应 为 整体 自由 度 1、2， 那 么 把 两 个 单元 刚度 矩阵 


对 应 的 系数 相合 加 。 
70.71 +100 70.71 —70.71 —70.71 — 100 0 
70. 71 70. 71 —70.71 —70.71 0 0 
-a —70.71 —70.71 70.71 +70.71 70.71 -70.71 —70.71 70. 71 
—70.71 —70.71 70.71—70.71 70.71 +70.71 70.71 —70.71 
— 100 0 —70.71 70. 71 70.71 +100 -70.71 
0 0 70.71 —70.71 —70.71 70. 71 
170.71 70.71 —70.71 -70.71 — 100 0 
70. 71 70. 71 —70.71 -70.71 0 0 
—70.71 -70.71 141.42 0 —70.71 70.71 
0 —70.71 -70.71 0 141. 42 70.71 —70.71 U3) 
— 100 0 —70.71 70.71 170.71 -70.71 
0 0 70. 71 -70.71 -70.71 70.71 





根据 位 移 边界 条 件 ，U = VV = 入 =0。 在 总 体 刚 度 和 矩阵 中 去 抒 与 零 位 移 对 应 的 行 与 列 ， 
得 到 式 (1-10): 





141. 42 0 -70.71 102 9 
0 141.42 70.71 iV,|=| -2 (1-10) 
-70.71 70.71 170.71 人 六 0 
U; 0. 0241 
则 V, |=| -0.0241 
U, 0. 02 
单元 的 内 力 按 以 下 公式 计算 
coSsO sin0 一 CoSO —sing 
加 0 0 0 0 
f=ku=kT UVU=E 
一 cosSO —sin0 cosb sing 
0 0 0 0 
0 
四 、 0 
4 元 mA 人 | - 室 -> 2 下 ,ww 
-0. 0241 
单元 2 的 内 力 为 
0. 0241 
二 J 这 者 | 
2 可 2 0. 02 


0 


0 
单元 3 的 内 力 为 。 N= 扩 =100[ -1 0 1 0]| |:=2 
0 
下 面 用 在 自重 作用 下 的 等 截面 直 杆 来 说 明 求解 连续 问题 的 有 限 单元 法 的 原理 。 受 自重 作 
用 的 等 截面 直 杆 如 图 1-11 所 示 ， 杆 的 长 度 为 L， 截 面积 为 4， 弹性 模 量 为 ， 单 位 长 度 的 重 
量 为 a， 杆 的 内 力 为 N。 斌 求 ， 杆 的 位 移 分 布 ， 杆 沿 轴 向 的 应 变 和 横 截面 上 的 正 应 力 。 
(1) 等 截面 直 杆 在 自重 作用 下 的 材料 力学 解答 


N(x) =g(L—x), dulx) -A 














gq(L—x)dx 
EA 


wz) = | OC (1-11) 
当 x=0 时 , u(0)=0 


、 2], 一 %)X du 
所 以 ,u(x) 3 2 A ) a 
(2) 等 截面 二 杆 在 自重 作用 下 的 有 限 单元 法 解答 
1) 离散 化 。 如 图 1-12 所 示 ， 将 下 杆 划 分 成 n 个 有 限 分 段 ， 有 限 分 段 之 间 通 过 一 个 馈 接 
点 连接 。 称 两 分 段 之 间 的 贸 接 点 为 结 点 ， 称 每 个 有 限 分 段 为 单元 。 其 中 ,第 i 个 单元 的 长 度 
为 L。 包含 第 i，i+1 个 结 点 。 





EN 直人 = 








Li 
Li 
Li+l 
E 
| . 
X 
图 1-11 受 上 自重 作用 的 等 截面 直 杆 图 1-12 离散 后 的 直 杆 








2) 用 单元 结 点 位 移 表 示 单 元 内 部 位 移 。 第 i 个 单元 中 的 位 移 分 布 用 所 包含 的 结 点 位 移 
来 表示 ， 
(wa) (1-12) 
式 中 ，u 是 第 i 结 点 的 位 移 ; x 是 第 ; 结 点 的 坐标 。 

第 ;个 单元 的 应 变 为 e,， 应 力 为 0,， 内 力 为 





u(xX) =u,+ 
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ee / 1 
i dx 1 (3 
Ae 
0,=Ee,- (isl Wi) (1-14) 
L. 
NN 
N; = A = et (1-15) 


由 于 单元 内 部 的 位 移 分 布 被 假设 成 为 结 点 位 移 的 线性 插值 ， 单 元 内 的 应 变 、 应 力 和 内 力 
都 是 常数 ， 

3) 把 外 载荷 集中 到 结 点 上 。 如 图 1-13 所 示 ， 把 第 i 单元 和 第 i+1 单元 重量 的 一 半 
2 人) 集中 到 第 i+1 结 点 上 。 这 样 处 理 的 原因 是 ， 集 中 在 结 点 上 的 外 载荷 与 单元 上 
的 分 布 载荷 要 满足 静 力 等 效 。 

4) 建立 结 点 的 力 平衡 方程 。 对 于 第 i+1 结 点 ， 由 力 的 
平衡 方程 可 得 : 

















L.+L. 
N, -N ， L ee (1-16) 
L. 


2 十 





令 A,= 


并 将 式 (1-15 ) 代 入 得 . 


gq 1 q(LitLit) 
-ut+(l +A,)u,,) 一 AL = 1 Te LL (C117) 








A po » L, 
对 于 第 n+1 个 结 点 ,平衡 方程 为 :N, = 





—u, +u,, = (1-18) 


根据 约束 条 件 ，u, =0。 建 立 所 有 结 点 的 力 平衡 方程 ， 可 
以 得 到 由 n+1 个 方程 构成 的 方程 组 ， 可 解 出 n+1 个 未 知 的 结 点 位 移 。 

例 1-2: 将 受 自重 作用 的 等 截面 直 杆 划分 成 如 图 1-14 所 示 的 3 个 等 长 的 单元 ， 试 求 杆 的 
位 移 。 

定义 单元 的 长 度 为 a= 寺 。 


对 于 结 点 1 ,wu, =0 


图 1-13 单元 外 和 载 何 的 移 置 








2 
对 于 结 点 2， 由 式 (1-17) 可 得 ，-w +2w -w= 地 - 
2 
同样 ， 对 于 绪 点 3 有 ， 一 wu, +2 一 wu = 
对 于 结 点 4， 可 以 有 两 种 处 理 方法 。 
1) 下 接 用 第 3 个 单元 的 内 力 与 结 点 4 上 的 载 傈 建立 
平衡 方程 








2 - | 2EA 图 1-14 ”离散 为 3 个 单元 后 的 直 杆 


. 10 . 





2) 假定 存在 一 个 虚拟 绪 点 5， 与 结 氮 4 构成 了 虚拟 单元 4 
L,=0, us=w, A;=——% 
在 结 点 4 上 应 用 式 (1-17)， 
1 
—us+(l1 +A;)u, Asus -| ke — Us +u = 


整理 后 得 到 线性 方程 组 ， 














qa Sgqa 
EA "2 2EA 
2 -1] 0 122 
qa” 解 得 4ga” 
-1 2 -1 | = 
| EA Ti 
0 二 ] Us 2 
qa i 9ga 
2kA “2kA 


1.4 有限 单元 法 的 数学 基础 


当 有 限 单元 法 成 功 地 应 用 于 求解 弹性 力学 平面 问题 之 后 ， 下 一 步 要 解决 的 问题 就 是 : 这 
能 否 把 这 种 方法 应 用 于 求解 其 他 连续 介质 问题 。 在 寻找 连续 介质 问题 近似 算法 的 时 候 ， 数 学 
家 们 发 展 了 微分 方程 的 近似 解法 ， 包 括 有 限 差 分 方法 ， 变 分 原理 和 加 权 余 量 法 。 这 些 方法 与 
有 限 单 元 法 之 间 有 何 关 联 ? 

1954 到 1955 年 之 间 ，J* H， Argyris 在 航空 工程 杂志 上 发 表 了 一 组 能 量 原理 和 结构 分 析 
论文 ， 证 明 所 有 结构 分 析 方 法 可 以 归结 为 位 移 法 (以 结 点 位 移 为 基本 未 知 量 ) 或 力 法 (以 结 点 
力 为 基本 未 知 量 ) 。 在 1963 年 前 后 ,， 经过]. 下 .Besseling、R . 丁 . Melosh、R . E . Jones、 
R: H.: Gallaher、T. H: H: Pian 等 许多 人 的 工作 ， 逐 步 认 识 到 有 限 单元 法 就 是 变 分 原理 中 
Ritz 近似 法 的 一 种 变形 ， 推 导出 了 由 各 种 不 同 变 分 原理 导出 的 有 限 元 计算 公式 。1965 年 0 
C. Zienkiewicz( 英国 斯 西 大 学 士 土木 系 教授 ) 和 YY .K. Cheung( 张 从 局 ) 发 现 能 写成 变 分 形 
式 的 所 有 场 问题 ， 都 可 以 用 与 固体 力学 有 限 单 元 法 的 相同 步骤 求解 。1969 年 ，B . A :Szabo 
和 6G.C. Lee 指出 可 以 用 加 权 余 量 法 特别 是 Galerkin 法 ， 导 出 标准 的 有 限 元 方程 式 来 求解 
非 结构 分 析 问 题 。 

我 国 的 力学 工作 者 为 有 限 元 方法 的 初期 发 展 做 出 了 许多 贡献， 其 中 比较 半 名 的 学 者 有 : 
陈 介 屏 (矩阵 位 移 方法 )， 钱 令 希 ( 余 能 原理 )， 钱 伟 长 (广义 变 分 原理 )， 胡 海 昌 (广义 变 分 
原理 ) ， 冯 康 ( 有 限 单元 法 理论 )。 其 中 冯 康 的 工作 更 接近 Clough 的 工作 。“20 世纪 60 年 代 
初期 ， 冯 康 等 人 在 大 型 水 坝 应 力 计算 的 基础 上 ， 独 立 于 西方 创造 了 有 限 元 方法 并 最 早 英 定 其 
理论 基础 ”(《 数 学 辞海 》 第 四 卷 ) 。 


1.5 有 限 元 分 析 的 基本 步骤 


数值 模拟 的 主要 工作 内 容 包括 : (建立 研究 对 象 的 数学 模型 ， 书 选择 可 靠 的 数值 算法 ; 
3) 分 析 计 算 结 果 。 有 限 元 分 析 的 基本 步 又 如 下 。 
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(1) 建立 研究 对 象 的 近似 模型 ”在 进行 数值 计算 之 前 ,需要 建立 研究 对 象 的 模型 。 建 
模 过 程 主要 依靠 基础 实验 或 者 观测 的 结果 ， 需 要 大 量 学 科 领 域 知识 。 在 进行 有 限 元 分 析 时 ， 
很 难 把 研究 对 象 的 所 有 细节 都 包括 进来 ， 有 时 是 因为 缺乏 实验 观测 数据 ， 有 时 是 需要 缩小 计 
算 规模 ， 因 此 需要 对 研究 对 象 进行 不 同 程度 的 简化 。 通 常 在 研究 对 象 的 几何 形状 、 材 料 特性 
和 边界 条 件 这 三 个 方面 做 适当 的 简化 。 

(2) 将 研究 对 象 分 割 成 有 限 数量 的 单元 ”研究 者 很 难 从 整体 上 分 析 对 象 系统 ， 需 要 把 
对 象 系统 分 解 成 有 限 数量 的 、 形 式 相同 的 、 相 对 简单 的 分 区 或 组 成 部 分 ， 这 个 过 程 也 称 为 离 
散 化 。 每 个 分 区 是 一 个 基本 单元 ， 把 空间 连续 的 问题 转化 成 由 一 些 基本 单元 组 成 的 离散 
问题 。 

(3) 用 标准 方法 对 每 个 单元 提出 一 个 近似 解 ” 研 究 者 能 够 比较 容易 地 分 析 基 本 单元 的 
行为 ， 提 出 求解 基本 单元 的 方法 。 提 出 适用 于 所 有 单元 的 标准 求解 方法 ， 就 可 以 编制 计算 机 
程序 求解 所 有 的 单元 。 

(4) 将 所 有 单元 按 标准 方法 组 合成 一 个 与 原 有 系统 近似 的 系统 “将 基本 单元 组 装 成 一 
个 近似 系统 ， 在 几何 形状 和 性 能 特征 方面 可 以 近似 地 代表 研究 对 象 。 通 过 分 析 近似 系统 ， 可 
以 了 解 研究 对 象 的 性 能 特征 。 找 到 某 种 标准 的 组 装 方法 ， 就 可 以 用 计算 机 程序 组 装 数目 巨大 
的 单元 。 

(5) 用 数值 方法 求解 这 个 近似 系统 “离散 化 之 后 ， 就 不 需要 再 求解 复杂 的 偏 微分 方程 
组 ， 而 转换 为 求解 线性 方程 组 。 数 学 家 提出 了 许多 求解 大 规模 线性 方程 组 的 数值 算法 。 

(6) 计算 结果 处 理 与 结果 验证 ”由 数值 计算 可 以 得 到 大 量 的 数据 ， 如 何 显示 、 分 析 数 
据 并 找到 有 用 的 结论 是 人 们 一 直 关系 的 问题 。 目 前 ， 商 用 有 限 元 软件 都 具有 后 处 理 功能 ， 可 
以 实现 数据 的 图 形 化 显示 ， 如 显示 物体 的 变形 、 温 度 场 分 布 等 ， 使 得 计算 结果 变 得 更 加 直 
观 。 也 可 以 使 用 一 些 专用 的 数据 可 视 化 工具 来 处 理 计算 结果 。 如 何 判定 计算 结果 是 否 正 确 ， 
是 有 限 单元 法 应 用 中 的 关键 问题 。 可 以 采用 与 实验 或 观测 数据 对 比 、 与 简化 模型 对 比 或 与 理 
论 计算 结果 对 比 ， 研 究 者 的 领域 知识 也 有 助 于 正确 理解 计算 结 















































1.6 有 限 元 分 析 的 工程 应 用 





从 二 十 世纪 六 十 年 代 中 期 以 来 ， 有 限 单元 法 得 到 了 巨大 的 发 展 。 从 最 初 用 于 解决 结构 分 
析 问 题 、 连 续 介质 力学 问题 ， 有 限 单元 法 已 经 成 功 地 应 用 在 以 下 一 些 科学 和 工程 领域 。 

1) 固体 力学 领域 ,， 包括 强度 、 稳 定性 、 震 动 和 瞬 态 问题 的 分 析 。 

2) 材料 加 工 领域 ,包括 金属 体积 成 形 、 板 料 成 形 、 焊 接 变 形 与 残余 应 力 、 热 处 理 过 程 
组 织 转 变 与 应 力 、 凝 固 过 程 。 

3) 多 物理 场 分 析 领 域 ， 包 括 传 热 分 析 、 磁 场 分 析 、 电 磁 耦 侣 、 声 场 分 析 。 

4) 流体 力学 领域 ， 包 括 空 气动 力学 ， 流 固 耦 合 。 

5) 生物 力学 ， 如 关节 、 万 带 的 受 力 。 

有 限 单元 法 为 工程 设计 和 优化 提供 了 有 力 的 分 析 工 具 。 下 面 介 绍 不 同 工 程 领域 的 有 限 元 
分 析 案 例 。 

图 1-15 ~ 图 1-17 是 桥梁 与 车 辆 相互 作用 分 析 的 案例 ， 用 LS-DYNA 软件 计算 了 卡车 通过 
桥梁 时 桥梁 变形 和 车 辆 的 受 力 情况 。 图 1-15 给 出 了 桥梁 与 车 辆 的 横 截 面 尺寸 ， 桥 面 由 等 间 
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距 六 根 纵 梁 支 撑 ， 纵 梁 的 间距 为 2. 4m。 图 1-16 是 桥梁 有 限 元 模型 的 局 部 。 桥 梁 的 混凝土 部 
件 用 8 结 点 或 6 结 点 的 实体 单元 建 模 ， 钢 筋 用 一 维 杆 单元 建 模 ， 桥 梁 中 一 蜂 的 有 限 单元 数目 
超过 20. 4 万 个 。 图 1-17 给 出 了 车 辆 以 80km/h 速度 驶 过 桥 粱 时， 车辆 后 悬挂 的 瞬时 等 效应 
力 分 布 (上 图 ) ， 车 辆 后 悬挂 受 力 随时 间 变 化 的 历程 (下 图 )。 在 后 悬挂 上 装 有 两 根 车 轴 ， 所 
以 在 图 1-17 给 出 的 后 悬挂 受 力 随时 间 变 化 曲线 上 出 现 了 两 个 峰值 。 





Truckon east bound Truckon west boumd 
2.500 m 2.500 m 











Rear suspension force (kN) 





ina (el 








图 1-16 桥梁 的 有 限 元 模型 局 部 图 1-17 ”等 效应 力 分 布 与 后 悬挂 受 力 

图 1-18 是 用 SYSWELD 软件 完成 的 焊接 过 程 分析 ， 图 1-18a 是 T 形 接头 多 层 堆 焊 的 应 力 
分 析 ， 图 1-18b 是 框架 结构 的 焊接 变形 预测 ， 图 1-18e 是 点 焊 的 温度 场 分 析 。 

用 Deform 软件 完成 的 金属 成 形 过 程 分 析 如 图 1-19 所 示 。 图 1-19a 是 铝 材 挤 压 成 形 的 数 
值 模拟 ， 在 挤 压 成 形 的 初期 ， 铝 型 材 产 生 了 形状 扭曲 。 图 1-19b 是 挤 压 缺 陷 的 数值 模拟 ， 由 
于 在 挤 压 过程 中 型 材 的 中 央 部 分 金属 流动 的 速度 比较 快 ， 在 中 央 部 分 形成 了 一 个 空 际 。 图 
1-19c 是 T 形 锻件 实物 与 有 限 元 模拟 结果 的 对 比 。 

图 1-20 是 用 DYNAFORM 软件 完成 的 金属 板 料 成 形 分 析 。 图 1-20a 是 板 料 成 形 过 程 中 的 
位 移 分 布 ， 图 1-20b 是 板 料 成 形 过 程 中 起 皱 位 置 的 预测 结果 。 图 1-21 是 用 AUTOFORM 软件 
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图 1-19 金属 成 形 过 程 的 分 析 

完成 的 汽车 覆盖 件 成 形 工艺 的 模拟 。 图 1-21a 是 轿车 引擎 仓 盖 的 成 形 分 析 ， 图 1-21b 是 轿车 
后 侧 围 的 成 形 分 析 。 

图 1-22 是 由 ProCAST 软件 完成 的 铜 质 狂 件 凝固 过 程 的 模拟 。 图 1-23 是 空心 钢锭 凝固 过 
程 中 的 温度 场 分 布 ， 用 作者 所 在 的 课题 组 开发 的 有 限 元 程序 完成 。 

图 1-24 是 用 DEFORMZHT 软件 计算 得 到 的 ， 带 偏 置 孔 圆 盘 试 样 泽 火 过 程 的 蕊 氏 体 组 织 
体积 分 数 随时 间 的 变化 。 图 125a 给 出 了 同 盘 滩 火 4.6s 时 主 应 力 分 布 的 模拟 计算 结果 ， 图 
1-25b 给 出 了 实际 工件 的 滩 火 开裂 位 置 。 与 实际 工件 的 对 比 表 明 ， 模 拟 计算 得 到 的 最 大 主 应 
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图 1-20 金属 板 料 成 形 的 分 析 
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图 1-21 汽车 窗 蓄 件 成 形 工艺 的 模拟 














图 1.22 ”铸件 凝固 过 程 模拟 图 1-23 空心 钢锭 凝固 过 程 中 温度 场 分 布 
力 位 置 与 实际 试 样 的 断裂 位 置 是 一 致 的 。 
图 1-26 是 用 LS-Dyna 软件 完成 的 重型 载重 汽车 撞击 路 障 的 分 析 ， 上 面 一 排 是 现场 试验 
的 照片 ， 下 面 一 排 是 相应 的 计算 结果 。 图 1-26a 是 0s 时 的 状态 ， 对 应 撞击 即将 发 生 的 时 刻 ; 
图 1-26b 是 撞击 后 0. 2s 的 状态 ; 图 1-26c 是 撞击 后 0. 4s 的 状态 ; 图 1-26d 是 撞击 后 0. 5s 的 状 
态 。 图 1-27a 是 载重 汽车 框架 的 有 限 元 模型 ， 图 1-27b 是 载重 汽车 整体 的 有 限 元 模型 ， 载 重 汽 
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图 1-24 沾 火 过 程 马 氏 体 组 织 体积 分 数 图 1-25 滩 火 过 程 应 力 分 布 
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图 1-26 ”重型 载重 汽车 撞击 路 隐 的 分 析 
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a) b) 


图 1-27 载重 汽车 框架 和 整体 的 有 限 元 模型 

车 整体 有 限 元 模型 有 16095 个 结 点 、15505 个 

单元 。 图 1-28a 是 混凝土 路 障 的 有 限 元 模型 的 

横 和 截面 ， 图 1-28b 是 混 疾 土路 障 内 的 加 强 框架 。 

F 形 混凝土 路 障 的 有 限 元 模型 有 11845 个 结 点 
和 15703 个 单元 。 

ee 








身 壁 板 边 界 条 件 ， 由 梁 单 元 和 过 单元 构成 。 机 时 
et 吉 果 如 图 1-31 所 示 。 
介绍 用 有 限 元 分 析 研 究 后 十 字 韧 之 重 


a) b) 





证 方案 i 骼 、 图 1-28 混凝土 路 障 的 有 限 元 模型 








A 





图 1-29 机 号 壁 板 的 后 届 曲 
关 市 每 的 受 力 情况 ， 对 制定 外 科 手 术 方 案 有 很 大 
帮助 。 根 据 磁 共振 与 CT 扫描 图 像 重 建 骨 结构 与 蔬 
种 的 三 维 几 何 模 型 ， 再 划分 有 限 单元 网 格 得 到 膝 
盖 部 分 骨 结 构 与 厢 市 的 三 维 有 限 元 模型 ， 如 图 
1-32 所 示 。 相 对 软组织 ， 骨 头 的 变形 量 很 小 ， 用 
刚性 表面 单元 来 建立 骨头 的 有 限 元 模型 ， 用 三 维 
六 面体 单元 建立 软组织 的 有 限 元 模型 。 韦 融和 上 膝 
盖 骨 上 的 腿 当 做 非 禾 性 、 超 弹性 材料 ， 肥 骨 、 服 
骨 和 膝盖 骨 上 的 软骨 层 当 做 均匀 的 各 问 同 性 材料 。 
关 市 接触 表面 定义 为 库仑 译 擦 。 用 ABAQUS 软件 
计算 ， 膝 盖 由 完全 伸展 到 弯曲 90° 过 程 中 肥 股 中 
室 压力 的 变化 。 对 比 四 种 情况 下 有 径 股 中 室 压 力 的 














图 1-32 


膝 关 节 骨 结构 与 蔬 带 的 有 限 元 模型 





图 1-30 简化 的 壁 板 边 界 条 件 





图 1-31 


壁 板 后 屈曲 的 实验 结 
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图 1-33 ”膝盖 弯曲 时 的 肥 股 中 室 压力 
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变化 : 后 十 字 毛 带 正 和 常 ; 后 十 字 韧 带 断 裂 ， 只 重 构 前 侧 韦 带 这 一 束 韦 带 ; 重 构 前 侧 、 
ee 如 图 1-33 所 示 。 在 图 1-33 的 四 条 压力 曲线 中 ， 实 线 对 应 后 十 字 
车 之 正 常 的 情况 ， 最 高 那 条 曲线 对 应 后 十 字 蔬 种 断裂 的 情况 ,最低 那 条 曲线 对 应 重 构 
-ii L 
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本 章 包 括 以 下 内 容 : 应 用 有 限 元 软件 建 模 与 分 析 的 基本 步骤 ，ANSYS 软件 简介 ， 用 
ANSYS 前 处 理 功能 进行 几何 建 模 ，ANSYS 的 宏 命 令 与 参数 化 建 模 ， 以 人 简 支 梁 变 形 问 题 为 例 
介绍 ANSYS 软件 的 基本 操作 流程 。 


2.1 应 用 有 限 元 软件 建 模 与 分 析 的 步骤 


早期 的 有 限 元 程序 是 由 从 事 数 值 模拟 工作 的 专家 开发 的 ， 加 上 计算 机 软 便 件 发 展 水 平 的 
限制 ， 进 行 有 限 元 分 析 不 但 需要 具备 专业 知识 ， 还 需要 具备 编写 程序 的 能 力 。 随 着 有 限 单元 
法 在 工程 中 的 推广 应 用 ， 为 工程 人 员 开 发 出 了 使 用 方便 的 有 限 元 软件 。 商 品 化 有 限 元 软件 的 
产生 ， 得 益 于 NASA 开发 NASTRAN 计算 程序 的 要 求 。 在 1960 年 代 中 期 ，NASA 把 Aerojet， 
Lockheed Aerospace 及 MacNeal-Schwendler 三 家 公司 列 为 开发 NASTRAN 计算 程序 的 候选 厂 
疝 。 前 两 家 公司 由 于 种 种 原因 退出 了 苋 争 ，MacNeal-Schwendler 公司 (MSC ) 目 然 成 为 了 NAS- 
TRAN 软件 的 开发 商 ，MSC 也 随 之 发 展 成 了 著名 的 有 限 元 软件 开发 厂商 。 在 核心 计算 程序 的 
基础 上 ， 绪 合计 算 机 图 形 、 计 算 机 辅助 设计 、 数 信 计 算 的 最 新 撤 术 ， 形 成 了 现在 的 商品 有 限 
元 软件 。 目 前 已 经 发 布 的 商品 化 有 限 元 软件 有 很 多 种 ， 按 照 其 功能 特点 大 致 可 以 划分 成 通用 
有 限 元 软件 和 专用 有 限 元 软件 两 大 类 。 

通用 有 限 元 软件 的 特点 是 功能 比较 齐全 、 可 以 由 用 户 进行 二 次 开发 ， 但 需要 掌握 更 多 的 
有 限 元 分 析 专 门 知 识 。 比 较 常 用 的 通用 有 限 元 软件 如 下 : MSC 公司 的 产品 : 结构 分 析 软 件 
MSCANASTRAN ， 动 力学 分 析 软 件 MSCZDYTRAN ， 非 线性 分 析 软 件 MSCAMARC。ANSYS 公 
司 的 产品 : 结构 分 析 软 件 ANSYSZMechanical ， 多 物理 场 分 析 软 件 ANSYSZMultiphysics。 非 线 
性 分 析 软 件 ABAQUS、ADINA ， 显 示 动 力 


学 分 析 软 件 LSZDYNA。 [一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 创建 或 导入 几何 模型 
a | 
专用 有 限 元 软件 的 特点 是 界面 友好 、 指定 材料 参数 
适合 工程 人 员 使 用 , 但 功能 受到 一 定 限 | 


制 ， 不 方便 进行 二 次 开发 。 一 些 专用 有 限 划分 单元 网 格 


元 软件 及 主要 应 用 领域 如 下 : 金属 体积 成 
形 与 热处理 分 析 ，DEFORM; 金属 板 料 成 


















































> 指定 边界 条 件 
形 分 析 ，DYNAFORM，AUTOFORM; 焊 
接 与 热处理 分 析 ，SYSWELD; 热处理 分 

SR 分 析 计算 


析 ，DANTE 。 

不 论 使 用 哪 种 有 限 元 分 析 软 件 ， 建 模 
与 分 析 主要 包括 前 处 理 、 求 解 和 后 处 理 三 | 有 再 [-  - 
个 阶段 ， 如 图 2-1 所 示 。 在 前 处 理 阶 段 ， 
主要 工作 是 提供 分 析 对 象 的 信息 ， 如 有 限 图 2-1 有 限 元 软件 的 建 模 与 分 析 过 程 
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单元 的 结 点 与 单元 数据 、 材 料 参 数 、 约 束 条 件 和 外 载 傈 等 。 在 求解 阶段 ， 主 要 工作 是 根据 问 
题 的 特点 选择 计算 方法 。 在 后 处 理 阶段 ， 主 要 工作 是 显示 与 分 析 计 算 结果 。 

应 用 有 限 元 软件 建 模 与 分 析 的 基本 步骤 如 下 。 

1) 建立 实际 工程 问题 的 计算 模型 。 实 际 的 工程 问题 往往 很 复杂 ， 需 要 采用 适当 的 模型 
在 计算 精度 和 计算 规模 之 间 取 得 平衡 。 稼 用 的 建 模 方 法 包括 : 利用 几何 、 载 答 的 对 称 性 简化 
模型 ， 建 立 等 效 模型 。 

2) 选择 适当 的 分 析 单 元 ， 确 定 材料 参数 。 侧 重 考虑 以 下 几 个 方面 : 是 否 多 物理 场 耦 合 
问题 ， 是 否 存 在 大 变形 ， 是 否 需要 网 格 重 划分 。 

3) 前 处 理 (Preprocessing)。 前 处 理 的 主要 工作 内 容 如 下 : 建立 几何 模型 ( Geometric 
Modeling) ， 单 元 划分 (Meshing) 与 网 格 控制 ， 给 定 约束 (Constraint ) 和 载 傈 (Load) 。 在 多 数 有 
限 元 软件 中 ， 不 能 指定 参数 的 物理 单位 。 用 户 在 建 模 时 ， 要 确定 力 、 长 度 、 质 量 及 派生 量 的 
物理 单位 。 在 建立 有 限 元 模型 时 ， 最 好 使 用 统一 的 物理 单位 ， 这 样 做 不 容易 弄 错 计算 结 采 的 
物理 单位 。 建 议 选 用 kg，N，m，sec; 党 采用 kg，N，mm，sec。 

4) 求解 (Solution ) 。 选 择 求解 方法 ， 设 定 相 应 的 计算 参数 ， 如 计算 步 长 、 迭 代 次 数 等 。 

5) 后 处 理 ( Postprocessing ) 。 后 处 理 的 目的 在 于 确定 计算 模型 是 否 合理 、 计 算 结 果 是 否 
合理 、 提 取 计 算 结 有 果 。 用 可 视 化 方法 (等 值 线 、 等 值 面色 块 图 ) 显 示 计 算 结 果 ， 包 括 位 移 、 
应 力 、 应 变 、 温 度 等 。 分 析 计 算 绪 末 的 合理 性 。 确 定 计 算 结 采 的 最 大 最 小 值 ， 分 析 特 丈 部 位 
的 应 力 、 应 变 或 温度 。 









































2.2 ANSYS 软件 简介 


2.2.1 ANSYS 软件 的 基本 功能 


通用 有 限 元 分 析 软 件 ANSYS， 目 1971 年 推出 至 今 , 已 经 发 展 功能 强大 、 前 后 人 处理 和 图 
形 功能 完备 的 有 限 元 软件 ， 并 广泛 地 应 用 于 工程 领域 ，2007 年 2 月 发 布 版 本 ANSYS11. 0。 
目前 ANSYS 软件 的 功能 很 丰富 ， 主 要 功能 模块 包括 : 结构 分 析 模 块 (Mechanical) 、 多 物理 
场 分 析 模 块 ( Multiphysics) 、 电 磁 分 析 模 块 (EMAG) 、 计 算 流 体力 学 模块 (CFX) 和 瞬 态 动力 学 
模块 (LS-DYNA)。 在 2006 年 ，ANSYS 公司 收购 了 计算 流体 力学 软件 Fluent。 

ANSYS/Mechanical 是 ANSYS 的 核心 产品 ， 是 以 结构 力学 分 析 为 主 的 有 限 元 软件 ， 功 能 
包括 : 线性 的 结构 静 力 分 析 ， 非 线性 分 析 ( 材料 非 线 性 、 几 何 非 线 性 及 边界 条 件 非 线性 )， 动 
力学 分 析 ， 汤 裂 力 学 分 析 ， 稳 定性 分 析 ( 届 曲 分 析 )， 热 分 析 ， 热 一 结构 粳 合 分 析 ， 热 一 电 
灯 合 分 析 。ANSYS/Mechanical 还 提供 优化 设计 、 概 率 设 计 和 二 次 开发 工具 。 

ANSYS/Multiphysics 是 ANSYS 的 特色 产品 ， 为 位 移 、 温 度 场 、 电 磁场 和 流 场 等 多 物理 
场 硝 合 分 析 提 供 了 统一 的 分 析 环 境 和 数据 库 ， 其 功能 包括 : 热 一 结构 看 合 、 结 构 一 电 霜 合 、 
结构 一 磁 耘 合 、 结 构 一 声学 耦合 、 结 构 一 流体 耦合 、 热 一 电 耘 合 、 热 一 磁 耦 合 、 流 体 一 热 耦 
合 、 流 体 一 电磁 耦合 。 需 要 注意 的 是 ，ANSYS 流体 分 析 采 用 的 不 是 有 限 单元 法 。 

ANSYS 软件 具有 如 下 特点 : 

1) 实现 前 后 处 理 、 求 解 及 多 场 分 析 统 一 数据 库 的 一 体 化 大 型 FEA 软件 。 

2) 强大 的 非 线 性 分 析 功 能 。 








.20 . 有 限 元 分 析 基 础 与 应 用 教程 








3) 多 种 求解 套 分 别 适 用 于 不 同 的 问题 及 不 同 的 硬件 配置 。 

4) 文 持 异种 、 异 构 平 台 的 网 络 浮 动 ， 在 异种 、 异 构 平 台 上 用 户 界 面 统一 、 数 据 文件 全 
部 莱 容 。 

5) 具有 并 行 计 算 功能 ， 文 持 分 布 式 并 行 及 共享 内 存 式 并 行 。 

6) 参数 化 设计 语言 APDL， 用 户 编 程 接 口 UPFs 。 

7) 提供 CAD 软件 接口 ， 包 括 : Unigraphics，Pro/ENGCINEER，I-Deas，Catia，CADDS， 
SolidEdge 和 SolidWorks。 

8) 支持 多 种 人 硬件 平台 : Intel PC, SGI, HP, SUN, ALPH, IBM, CRAY。, 

ANSYS 软件 的 主要 应 用 范围 包括 : 结构 分 机、 有 瞬 态 动力 学 、 传 热 应 力 分 量 、 热 一 力 耦 
合 、 电 一 磁 耦 合 、 流 一 固 耦 合 等 工程 领域 的 问题 。 需 要 进一步 了 解 ANSYS 软件 的 功能 和 应 
用 和 案例， 可 以 访问 安 世 亚太 (PERA China) 公 司 的 网 站 ，http://Awww. peraglobal. com. cn/。 按 
照 安 世 亚太 公司 网 站 的 介绍 ，ANSYS11. 0 版 本 在 以 下 方面 有 所 增强 。 

1 ) 采用 变 分 技术 作为 高 级 预 处 理 校正 运算 法 则 ,减少 非 线 性 静态 和 有 瞬 态 分 析 的 迭代 次 
数 ， 大 幅度 减少 了 求解 时 间 。 

2) 强化 了 旋转 机 械 分 析 的 功能 。ANSYS Workbench 平台 提供 了 一 个 完整 的 几何 设计 和 
分 析 系 统 ， 整 合 了 ANSYS CFX 和 ANSYS BladeModeler 的 高 级 物理 场 分 析 能 力 ， 帮 助 设 计 人 
员 模拟 诈 转 机 械 ， 例 如 水 条、 压缩 机 、 风 忆 、 吹 风机 、 涡 轮 、 膨 胀 硕 、 祸 轮 增 压 希 和 豆 风 
机 。 通 过 消除 手工 文件 传输 、 结 采 转 化 和 重复 分 析 的 时 间 ， 压 缩 了 分 析 过 程 。 

3) ANSYS AUTODYN 首次 集成 到 ANSYS Workbench 环境 下 。ANSYS AUTODYN 是 一 款 
通用 显 式 分 析 工 具 ， 适 用 于 固体 、 流 体 和 气体 及 其 交互 作用 的 非 线 性 动力 学 模拟 。 

4) 把 柔性 结构 及 动态 系统 的 频率 啊 应 和 随时 间 变 化 历程 整合 在 一 起 。 


2.2.2 ANSYS 软件 的 图 形 用 户 界 面 


ANSYS 软件 的 界面 由 输出 窗口 (Output Window) 和 工具 沫 单 窗 口 构成 。 输 出 窗口 是 标准 
的 控制 台 窗 口 ， 在 其 中 显示 软件 的 运行 信息 是 字符 输出 界面 。 工 具有 末 单 窗口 由 工具 及 单 
( Utiltity Menu) 、 标 准 工 具 条 、ANSYS 工具 条 (ANSYS Toolbar) 、 主 菜单 面板 (Main Menu) 、 
图 形 窗口 、 命 令 输入 窗口 、 视 图 工具 条 、 状 态 与 提示 区 构成 。 图 2-2 是 ANSYS 的 教育 版 本 
ANSYSED8.0 的 图 形 用 户 界 面 (工具 菜单 窗口 )， 在 8.0 版 本 以 后 ANSYS 软件 的 图 形 用 户 界 
面 变化 不 大 。 可 以 使 用 图 形 方 式 ， 也 可 以 使 用 批 处 理 方式 来 运行 ANSYS 软件 。 


2.2.3 ANSYS 主 菜 单 面板 


ANSYS 软件 的 多 数 操作 要 使 用 主 菜 单 面板 ， 主 菜单 面板 按照 树 状 结构 分 为 菜单 函数 模 
块 。 使 用 ANSYS 软件 正式 版 本 的 时 候 ， 如 果 在 启动 ANSYS 软件 时 选择 了 不 同 功能 模块 ， 主 
琳 单 面板 的 菜单 函数 模块 会 有 差别 。ANSYS 软件 的 表单 函数 分 为 系统 层 和 功能 模块 层 两 个 
层次 ， 如 图 2-3 所 示 。 功 能 模块 在 ANSYS 软件 中 被 称 作 处 理 硕 (Processor) 。 其 中 ， 前 处 理 
模块 ( PREP7 ) ， 求 解 模块 (SOLUTION ) ， 通 用 后 处 理 模块 (POST1) 和 时 序 后 处 理 模 块 
(POST26 ) 是 最 常用 的 四 个 基本 功能 模块 。 

前 处 理 模 块 的 主要 功能 包括 : 建立 分 析 对 象 的 几何 模型 ， 选 择 单 元 类 型 ， 设 置 材料 参 
数 ， 生 成 有 限 单元 网 格 ， 定 义 模型 的 约束 条 件 和 载 和 谷 。ANSYS 软件 的 前 处 理 模 型 具有 一 定 
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图 2-2 ANSYS ED8.0 的 图 形 用 户 界面 
的 几何 建 模 能 力 ， 同 时 也 提供 了 与 
CAD 软件 的 接口 。 

求解 模块 完成 对 有 限 元 模型 的 分 
析 计 算 ， 主 要 功能 包括 : 确定 分 析 计 
算 的 类 型 ， 即 静态 、 稳 态 或 瞬 态 分 析 ; 
选择 适当 的 求解 锅 ， 设 置 求解 右 的 参 
数 。 也 可 以 在 求解 模块 中 定义 模型 的 
约束 条 件 和 载 伍 。 

有 限 元 软件 的 后 处 理 主要 实现 了 计算 结 采 的 可 视 化 功能 ， 即 数据 的 可 视 化 ， 提 供 了 下 
观 、 清 晰 的 数据 处 理 方法。 通用 后 处 理 模块 的 功能 是 显示 、 查 看 计算 结果 在 整个 有 限 元 模型 
上 的 分 布 情况 ， 可 以 是 静态 分 析 的 计算 结果 ， 或 者 是 某 个 计算 步 的 计算 结果 。 例 如 用 云 纹 图 
或 等 值 线 方式 显示 结构 受 力 后 的 等 效应 力 分 布 ， 列 出 某 些 结 点 上 的 位 移 分 量 数值 ， 把 计算 结 
采 保 存 到 外 部 数据 文件 中 。 时 友 后 处 理 模块 输出 计算 结果 随时 间或 计算 步 的 变化 情况 ， 主 要 
用 来 处 理 随时 间 变 化 的 过 程 或 非 线 性 模型 的 计算 结果 。 

工具 采 单 主要 提供 了 公用 的 辅助 操作 ， 包 括 设 置 图 形 窗口 的 显示 方式 、 转 换 坐 标 系 、 用 
图 形 或 列表 方式 显示 计算 结果 、 把 图 形 窗口 输出 到 外 部 图 形 文件 、 创 建 动 画 、 选 择 模 型 中 的 
实体 等 。 熟 悉 ANSYS 软件 的 用 户 还 可 以 在 命令 输入 窗口 中 直接 输入 指令 完成 操作 ， 几 乎 所 
有 使 用 沫 单 实现 的 操作 都 能 使 用 相应 的 参数 化 设计 语言 (APDL ) 指令 实现 。 





前 处 理 模 块 求解 模块 | | 通用 后 处 理 模块 | 时 序 后 处 理 模块 


图 2-3 ANSYS 亲 单 函数 的 基本 结构 
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2.2.4 ANSYS 软件 的 数据 文件 


ANSYS 软件 在 运行 过 程 中 会 生成 一 些 数 据 文件 ， 用 于 保存 有 限 单 元 的 结 点 坐标 和 编号 、 
边界 条 件 、 结 点 位 移 、 计 算 结 果 等 数据 ， 建 议 创建 一 个 专用 文件 目录 作为 工作 目录 来 保存 这 
些 文件 。 运 行 ANSYS 软件 需要 设 定 工作 文件 名 ， 默 认 的 工作 文件 名 为 fle。ANSYS 软件 在 
工作 目录 下 会 生成 一 些 不 同 后 级 名 的 数据 文件 ， 数 据 文件 的 种 类 与 用 户 所 选择 的 分 析 计 算 类 
型 相关 。 把 工作 文件 名 设 定 为 myfile， 由 结构 分 析 生 成 的 主要 的 数据 文件 类 型 如 下 . 

1) 日 志文 件 myfile. log， 以 命令 流 形式 保存 用 户 操 作 过 程 。 

2) 数据 库 文 件 myfile. db ， 保 存 几 何 模型 、 有 限 元 模型 、 边 界 条 件 、 求 解 选 项 等 数据 。 

3) 数据 库 文 件 的 备份 myfile. dbb。 

4 ) 计算 结果 文件 myfile. rst, 保存 结构 分 析 的 计算 结果 。 

5) 信息 文件 myfile. err， 保 存 系统 信息 ， 包 括 出 错 、 提 示 信 息 。 

如 果 用 户 在 重新 启动 ANSYS 程序 时 不 修改 任务 文件 名 ， 会 改写 上 次 执行 所 留 下 的 同名 
数据 文件 。 在 建立 新 分 析 模 型 的 时 候 ， 建 议 使 用 不 同 的 任务 名 称 ， 或 使 用 不 同 的 工作 目录 ， 
可 以 避免 数据 文件 被 修改 。 


2.2.5 ANSYS ED 简介 


在 本 书 中 ,使 用 了 ANSYS 软件 的 教育 版 ANSYS ED8. 0 完成 一 些 简单 问题 的 建 模 分 析 。 
ANSYS ED 是 安 世 公司 专门 为 支持 高 校 教 学 开发 的 软件 ， 包 含 了 多 物理 场 分 析 软 件 ANSYS/ 
Multiphysics 和 显 式 瞬 态 动力 分 析 软 件 ANSYS/LS-DYNA 的 全 部 功能 ， 具 有 结构 、 热 、 计 算 
流体 力学 、 电 磁 、 显 式 瞬 态 非 线 性 动力 分 析 以 及 多 物理 场 耦 合 分 析 的 功能 。 与 商用 版 本 相 
比 ，ANSYS ED 除了 提供 的 功能 比较 少 之 外 ， 还 在 模型 规模 上 有 限制 : 

1) 结 点 数目 限制 : 1000( CFD 分 析 2000 ) 。 

2) h 单元 数目 限制 : 500( CFD 分 析 2000 ,DYNA1000 ) 。 

3) p 单元 数目 限制 : 100。 

4) 关键 点 的 数目 限制 : 100。 

5) 线 的 数目 限制 : 100。 

6) 面 的 数目 限制 : 50。 

7) 体 的 数目 限制 : 10。 

8) 不 含 复合 材料 单元 SOLID46 、SHELL91 、SHELL99 。 

用 ANSYS ED 很 难 求解 实际 工程 问题 ， 仅 可 以 用 来 求解 一 些 简 化 处 理 后 的 工程 问题 。 












































2.3 ANSYS 结构 分 析 的 操作 流程 


用 ANSYS 软件 进行 结构 分 析 ， 同 样 分 为 前 处 理 、 求 解 和 后 处 理 三 个 阶段 。 在 本 市 ， 以 
简 支 梁 的 变形 计算 为 例 ， 介 绍 用 ANSYS 软件 进行 结构 分 析 的 操作 流程 。 

简 支 梁 的 变形 计算 是 材料 力学 中 的 经 典 问题 ， 在 这 里 用 有 限 单元 法 计算 简 支 梁 的 变形 。 
跨度 为 10m 的 简 文 染 ， 受 均 布 载 倚 作用 如 图 2-4 所 示 ， 染 的 截面 为 图 2-5 所 示 的 左右 对 称 的 
工 字 形 截 面 ， 尺 寸 如 下 (单位 :m): W =0.2， 陵 =0.2， 了 =0.2,， T=0.02, 7, =0.02， 





第 2 章 ANSYS 的 建 模 与 分 析 方 法 “23 . 


7 =0.02。 材 料 的 弹性 模 量 为 2.1 x10 MPa， 泊 松 比 为 0.3。 均 布 载 集 g =1000kg/m。 





图 2-4 人 简 文 染 示 意图 图 2-5 ”工学 形 截 面 

在 建立 简 支 梁 的 有 限 元 模型 之 前 ， 先 统一 物理 量 的 单位 ， 长 度 单位 为 m， 力 的 单位 为 
N。 因 此 ， 统 一 物理 单位 后 ， 弹 性 模 量 应 输入 2. 1 x10 MPa， 和 载 傈 应 输入 9800N/m。 

1. 指定 工作 目录 与 工作 文件 名 ， 局 动 ANSYS 软件 

局 动 ANSYS 软件 的 时 候 需 要 指定 一 个 工作 目录 ， 否 则 软件 选择 默认 的 用 户 目 录 作为 工 
作 上 日 录 。ANSYSED 8. 0 有 一 个 Configure ANSYS ED 工具 程序 ， 用 来 指定 工作 目录 、 设 置 工 
作文 件 名 、 设 置 软件 参数 和 局 动 ANSYS 软件 。 

先 建立 自己 的 工作 目录 用 来 保存 ANSYS 软件 的 数据 文件 。 运 行 Configure ANSYS ED, 
人 Configure ANSYS ED 窗口 中 部 是 一 个 多 页 面 对 话 杠 ， 由 Launch、File Management 、Cus- 
tomization 和 Preferences 四 个 页 面 组 成 。 在 Customization 页 面 中 ,设置 内 存 大 小 及 其 他 参数 ; 
在 Preferences 页 面 中 设置 语言 和 显示 方式 。 这 两 部 分 通常 采用 系统 的 默认 设置 。 

进入 File Management 页 面 。 在 编辑 本 “Working Directory” 中 指定 工作 上 日 录 ， 一般 指定 
专门 创建 的 工作 目录 ， 直 接 输入 或 点 击 按钮 “Browse…” 来 查找 。 在 编辑 框 “Job Name” 
中 设 定 工作 文件 名 称 ， 直 接 输 入 或 点 击 按 钮 “Browse…” 查找 已 建立 的 工作 文件 。ANSYS 
软件 默认 的 工作 文件 名 是 “file”。ANSYS ED 8.0 只 支持 英语 ， 所 以 工作 目录 名 称 与 工作 文 
件 名 不 要 用 汉字 。 进 入 Launch 页 面 ， 不 改变 系统 默认 的 设置 ， 点 击 窗口 下 部 的 按钮 “Run” 
运行 ANSYS 软件 。 

用 Configure ANSYS ED 工具 程序 设 定 了 软件 参数 后 ， 运 行 ANSYS ED 局 动 软 件 的 时 候 后 
就 使 用 这 些 参数 。 也 可 以 直接 运行 ANSYS ED ， 然 后 再 指定 工作 目录 和 工作 文件 名 。 

选择 Utility Menu > File > Change Directory…( 在 本 教程 中 ,用 箭头 ”> ”表示 选择 下 一 层 沫 
单 国 数 , 或 是 选择 下 一 级 荣 单 项 。) ， 显 示 浏 览 文件 目录 的 对 话 框 ， 指 定 工作 目录 ， 点 击 按钮 
“OK”。 选 择 Utility Menu > File > Change Jobname…， 显 示 更 改 工作 文件 名 对 话 框 ， 在 编辑 况 
“Enter new jobname” 中 输入 工作 文件 名 。 

2. 设置 图 形 用 户 界面 类 型 

ANSYS 软件 提供 了 很 多 订单 函数 条 单 项， 为 了 简化 用 户 界 面 ， 可 以 根据 所 分 析 问 题 
的 分 类 设 定 图 形 用 户 界面 类 型 ， 屏 菩 挥 一 些 与 当前 问题 无 关 的 采 单 项 。 

选择 Main Menu > Preferences, 显示 图 形 用 户 界面 过 滤 对 话 框 ， 进行 结构 分 析 时 选择 
Structural 选项 ， 点 击 按钮 “OK”。 可 以 不 设置 图 形 用 户 界面 类 型 ， 

3. 在 主 菜单 面板 上 选择 Preprocessor ， 进 入 通用 前 处 理 模块 

通用 前 处 理 模块 的 荣 单 函 数 如 图 2-6 所 示 。 在 通用 前 处 理 模块 中 主要 完成 以 下 工作 : 选 
择 单 元 类 型 ， 定义 材 料 模型 ， 建 立 几 何 模型 ， 划 分 单元 网 格 ， 定 义 约束 条 件 ， 施 加 载 衙 。 

4. 选择 单元 类 型 
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分 析 不 同 的 问题 ， 需 要 使 用 不 同类 型 的 单元 。ANSYS 软件 提供 200 余 种 单元 ， 根 据 研 
究 对 和 象 的 几何 形状 特征 分 为 质点 、 杆 、 管 、 梁 (截面 )、 腕 (厚度 ) 和 实体 等 单元 。 单 元 命名 
规则 为 属性 加 编写。 例如，Linkl 是 标号 杆 单元 ，Mass21 是 质点 单元 ，BEAM23 是 梁 单 元 ， 
Plane42 是 42 号 平面 单元 ，Shell4343 号 党 单元 ，Solid65 是 三 维 实体 单元 。 

ANSYS 提供 的 梁 单 元 (Beam Element ) 分 为 二 维 单 元 和 三 
维 单元 两 种 。 二 维 梁 单元 可 以 计算 拉 、 压 和 弯曲 问题 有 两 2 四 | 











Preferences 


个 结 点 。 每 个 结 点 有 三 个 自由 度 : 结 点 坐标 X、Y 方向 的 位 “日 EEE 
移 和 绕 结 点 Z 坐标 轴 的 转动 角度 。 二 维 梁 单 元 包括 BEAM3 、 Element Type 


Real Constants 


Beam23 和 BEAMS4, 三 维 空间 深 单 元 可 以 用 来 分 析 拉 、 压 、 aterial Frops 
、 Ss [Ht Sections 
弯曲 和 扭转 问题 ， 有 两 个 结 点 。 每 个 结 点 有 6 个 自由 度 ; 沿 | 四 本 al2 7 


三 个 坐标 轴 方 回 的 位 移 ， 绕 三 个 坐标 轴 的 转动 角度 。 三 维 梁 ee a 
单元 包括 Beam4 、Beam24 、Beam44 、Beaml18 和 Beam189， 深 Te Ctrls 
单元 的 截面 特性 一 般 用 实 党 数 定 义 ，Beam44 、Beam188 和 yi 


Beam189 还 可 以 由 用 户 直 接 定 义 架 截面 。 在 这 里 ， 选择 四 FLOTHA 可 Set Up 
本 ee a FSI Set 下 
Beam188 单元 来 分 析 深 在 均 布 载 佑 作用 下 的 变形 。Beam188 Sapp Set Up 


是 依据 Timoshenko 梁 理 论 建 立 的 单元 ,适用 于 线性 、 大 转动 Loads 


Fhyrsics 

















和 大 应 变 非 线 性 问题 。 选 择 Main Menu > Preprocessor > Ele- Path er at os 
ment Type > Add/Edit/Delete…， 显 示 单 元 类 型 对 话 杠 ; 点 击 
按钮 “Add”， 显 示 单 元 类 型 库 对 话 框 ， 如 图 2-7 所 示 。 图 2-6 前 处 理 模块 的 集 单 函数 
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Preferences 
日 Preprocessor 
Element Type 
Sritch Flem Trpe 
FI Aad NNF 


Defined Flement Twpes: 
HONE DEFINED 





NLibrary of Elemnent Trpes 


Library of Flement Types 


Constraint 
Hyperel] astic 
Moonew—Rlwlirn. 


Flement type reference Iamber 








图 2-7 从 单元 库 中 选择 单元 的 用 户 界 面 
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在 图 2-7 可 以 看 到 ， 单 元 是 按照 所 分 析 问 题 的 特点 来 分 组 的 。 在 左 侧 的 列表 框 中 可 以 看 
到 结构 分 析 所 用 的 单元 分 类 : Mass， 集 中 质量 单元 ; Link， 杆 单元 ;Beam， 深 单元 ; Pipe， 
管 单元 ; Solid， 实 体 单元 ; Shell， 壳 单元 ;Constraint， 约 束 单元 。 选 择 了 其 中 一 个 单元 分 类 
之 后 ， 在 右 侧 的 列表 框 中 显示 出 具体 的 单元 名 称 及 编号 梁 单 元 是 结构 分 析 下 面 的 一 组 。 在 纺 
辑 框 “Element type reference number” 中 给 出 了 默认 的 单元 类 型 引用 编写， 用 户 可 以 目 己 给 
出 引用 编号 。 在 单元 类 型 库 对 话 框 中 ， 选 择 单元 Beam 2 node 188 ， 点 击 按钮 “OK” 关 闭 窗 
口 ， 返 回 单元 类 型 对 话 框 。 在 已 定义 单元 类 型 列表 中 显示 出 刚才 增加 的 单元 类 型 ， 点 击 按 钮 
“Close” 关闭 窗 口 。 

5. 定义 材料 参数 

根据 人 研究 问题 的 类 型 和 研究 对 和 象 的 材料 特性 ， 定 义 材料 的 物理 参数 。 钢 材 一 般 被 作为 各 
问 同 性 的 线 弹 性 材料 ， 创 建 一 个 材料 模型 来 给 出 钢材 的 材料 参数 。 进 行 结构 静 力 分 析 时 ， 需 
要 输入 材料 的 弹性 模 量 和 泊 松 比 。 

选择 Main Menu > Preprocessor > Material Props > Material Models ， 显 示 如 图 2-8 所 示 的 材 
料 模型 定义 窗口 。 在 材料 模型 定义 窗口 中 ， 从 右 侧 列表 框 中 选择 适当 的 材料 模型 ， 输 入 参 
数 。 创 建 出 的 材料 模型 在 左 侧 列表 框 中 显示 ， 可 以 创建 多 个 材料 模型 。 在 右 侧 的 列表 框 中 点 
击 以 下 各 项 ，Structural > Linear > Elastic > lsotropic, 显示 如 图 2-8 所 示 的 线性 各 问 同 性 材料 
参数 对 话 框 ， 输 入 参数 EX =2. 1ell1 ，PRXY =0.3， 点 击 按钮 “OK” 关 闭 对 话 框 。 如 果 不 再 
定义 其 他 材料 模型 ， 关 闭 窗口 。 

6. 定义 梁 的 几何 截面 

计算 架 的 变形 除了 材料 弹性 模 量 之 外 ， 必 须 给 出 截面 的 惯性 矩 。 选 择 BEAM188 单元 的 
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全 Material Model Janber 1 =| Ea Favorites 党 
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图 2-8 材料 模型 定义 窗口 
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方便 之 处 在 于 ， 可 以 直接 给 出 梁 截 面 的 几何 尺寸 ,不必 事 和 完 计 
算出 惯性 和 矩 。 

选择 Main Menu > Preprocessor > Sections > Beam > Common 
Sections， 显 示 如 图 2-9 所 示 的 梁 稚 面 工具 对 话 框 ， 先 在 下 拉 框 
“Sub-Type” 中 找到 工人 字形 截面 ， 然 后 输入 几何 参数 ， 

Wi UnE=U2 =U0 2 工 三 0.02, = 三 UU2， 
7, =0.02。 

在 编辑 框 “ID” 中 列 出 了 默认 的 梁 稚 面 编号 ， 点 击 按钮 
“OK 。 

进行 以 下 操作 可 以 把 用 户 定 义 的 截面 显示 在 图 形 窗口 中 。 
选择 Main Menu > Preprocessor > Sections > Beam > Plot Section, 
显示 如 图 2-10 所 示 的 截面 选择 对 话 框 ， 在 下 拉 框 “Plot with 
ID” 中 选择 截面 的 编号 ， 点 击 按 钮 “OK”。 在 显示 截面 几何 形 
状 的 同时 ， 在 图 形 和 窗口 中 列 出 了 稚 面 面积 、 惯 性 矩 、 形 心 坐 
标 、 表 切 中 心 坐标 、 扭 转 和 常数 生 礁 面 参数 。 几 何 截面 的 坐标 系 
如 图 2-11 所 示 ，Beam188 单元 的 单元 坐标 系 如 图 2-12 所 示 。 

7. 生成 几何 模型 

ANSYS 软件 可 以 从 第 三 方 CAD 软件 导入 几何 模型 ， 也 可 
以 在 前 处 理 模 块 中 建立 几何 模型 。ANSYS 软件 的 具有 比较 强 的 
几何 建 模 能 力 ， 但 弱 于 专业 CAD 软件 的 几何 建 模 功能 。 


NM Plot Beanm Sectlon 














[SECFLDOT] Flot Section with ID 


Show section meshr 


OF | hpplw | Cancel | 





图 2-10 ”截面 选择 对 话 框 





























CBean Tool 





图 2-9 深 截 面 工具 


mm 


Helrp | 





图 2-11 几何 截面 坐标 系 图 2-12 Beam188 单元 的 单元 坐标 系 
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与 几何 建 模 有 关 的 菜单 函数 ， 都 安排 在 Modeling 菜单 项 之 下 ， 如 图 2-13 所 示 。 用 相关 
的 菜单 函数 可 以 创建 、 修 改 、 操 作 和 删除 几何 单元 。ANSYS 软件 提供 的 几何 元 素 包 括 点 、 
线 、 面 、 体 ， 如 图 2-14 所 示 。 


Serctions 
器 odeline 

9 
Eeypolnts 
Linmes 
二 让 :| 
VYolumes 
Hodes 
Elements 
Contact Fair 
PipinE Bodels 
Circuait 
Racetrack Corl 
Transduacers 

Dperate 

Nove / Bodify 

Copy 

Reflect 

Check eon 

Delete 

Cryelic Sector 

enl plane strn 

Update Geom 





图 2-14 基本 几何 元 素 

与 CAD 软件 的 几何 建 模 方法 相同 ，ANSYS 软件 提供 两 种 基本 的 几何 建 模 方法 . 

1) 目 低 同上 (Buttom-up ) 。 按 照 点 一 线 一 面 一 体 的 顺序 构建 儿 何 模型， 用 “低级 ”的 
几何 元 素 构建 “高 级 ”的 几何 模型 。 

2) 上 自 顶 加 下 (Top-down) 。 用 基本 体 元 素 ， 如 圆柱 体 、 圆 锥 体 、 立 方 体 等 ， 通 过 布尔 操 
作 构 建 几何 模型 。 


图 2-13 ”几何 建 模 荣 单 





进行 几何 元 素 布 尔 操作 的 荣 单 图 数 安排 在 Modeling > Create > Operate > Booleans 荣 单 项 
下 面 ， 包 括 相 加 、 相 减 与 粘贴 等 。 在 使 用 时 ， 需 要 注意 不 同 布 

















尔 操 作 的 结果 ， 如 图 2-15 所 示 。 ee 
进行 几何 建 模 时 ， 需 要 了 解 ANSYS 软件 中 的 坐标 系 定义 和 一 
工作 平面 定义 。ANSYS 软件 有 多 个 坐标 系 包括 : 全 局 坐标 系 ， 站 
局 部 坐标 系 ， 结 点 坐标 系 ， 单 元 坐标 系 和 结果 坐标 系 。 es 
几何 建 模 是 在 全 局 坐标 系 中 进行 的 ， 全 局 坐标 系 有 笛 卡 儿 图 Mriis 
天 Overi ap 


坐标 系 、 柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 三 种 。 在 定义 约束 条 件 和 施加 载 





Fertitioqn 
Settimgs 


荷 时 ， 会 使 用 结 点 坐标 系 和 单元 坐标 系 。 在 显示 计算 结果 时 ， ee 

会 使 用 结果 坐标 系 。 me 
在 建立 几何 模型 时 ， 经 常 要 使 用 鼠标 来 拾取 某 个 空间 点 。 Bom 

如 图 2-16 所 示 ， 在 屏幕 上 用 光标 拾取 一 个 点 ， 对 应 垂直 于 屏幕 um 

的 光标 线 与 工作 平面 的 交点 。 工 作 平 面 是 个 无 限 大 的 二 维 平面 ， rr 

独立 于 坐标 系 。 初 始 工作 平面 与 全 局 坐标 系 中 的 XY 坐标 面 重 mm 一 

合 。 用 户 使 用 功能 菜单 中 的 WorkPlane 菜单 设置 工作 平面 的 位 

置 ， 如 图 2-17 所 示 。 























图 2-1$ 几何 元 素 的 布尔 操作 
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1) 生成 几何 关键 点 。 一 般 用 两 个 几 
何 关 键 点 定义 梁 的 两 个 端点 。 选 用 
Beam188 单元 ， 还 要 用 第 三 个 关键 点 控 


光标 点 








制 单元 截面 的 方 辐 。 图 2-12 给 出 了 梁 单 
元 Beam188 的 单元 坐标 系 ， 久 轴 由 两 个 
代表 染病 点 的 关键 点 I、J 确 定 ， 再 定义 
一 个 关键 点 K， 由 1I、J、 三 个 关键 点 确 
定 的 平面 是 单元 坐标 系 中 的 XZ 平面 。 通 
过 开 结 点 的 位 置 可 以 确定 单元 截面 方 癌 。 

在 本 实例 中 ， 图 2-11 所 示 工 字形 截 
面 的 Z 轴 平 行 于 均 布 载 衙 方向。 按照 表 
2-1 所 示人 参数 创建 三 个 关 建 点 。 如 图 2-18 
所 示 有 多 种 创建 关键 点 的 方法 ,采用 输 
和信 激活 坐标 系 坐 标 和 关键 点 编写 的 方法 ， 
ANSYS 软件 默认 的 激活 坐标 系 是 整体 耳 
角 和 坐标 系 。 


选择 Main Menu > Preprocessor > Mod- 








eling > Create > Keypoints > In Active CS, 
显示 如 图 2-18 所 示 在 激活 坐标 系 中 创建 
关键 点 对 话 框 。 输 入 关键 点 1 的 坐标 (0， 
0,0)， 点 击 按钮 “Apply”; 重新 显示 对 


工作 平面 原 
点 与 坐标 系 










工作 平面 
(不 必 有 平行 于 屏幕 ) 





光标 线 
( 垂直 于 屏幕 ) 


拾取 点 定义 在 
光标 线 与 工作 平面 





图 2-16 ”光标 拾取 点 与 工作 平面 的 关系 





(tplanel} 
tCtrls WorkFlane Farameters Macro MemCtrls Help 
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Dffset WF by Increments ... 
Dfftset WF to 
hlien WF witkh 


加 | = 


Chanee hetive CS tn 
Chanee Displav CS tu 





Local Coordinate Svstems 


话 框 ,输入 关键 点 2 的 坐标 (10,0,0)， 注 
意 在 编辑 框 “Keypoint number” 中 输入 编 
号 2， 点 击 按钮 “ Apply ; 输入 关键 点 3 
的 坐标 (0,2,0)， 输 入 编号 3， 扩 击 按钮 “OK”。 


蝇 Bodelinge 
回 ] Create 
器 Eeypoints 
On Torking Plane [KEK] Create Kevypoints in hetive Coordinate Swstem 


图 2-17 工作 平面 菜单 


MN Create Ee¥points 1n Actiwve Coordinate Sy¥sten 


In hetive CS HET Keypolnt rumber 
到 0n Line 
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图 2-18 在 激活 坐标 系 中 创建 关键 点 对 话 杠 
天 键 点 1 与 坐标 系 的 原点 重合 ， 在 图 形 窗口 中 不 显示 坐标 以 ， 
关键 点 1。 为 检查 所 创建 的 关键 点 坐标 是 否 正 确 ， 可 以 列 出 全 部 关键 点 的 坐标 。 选 择 U- 
tility Menu > List > Keypoint > Coordinates Only,， 显 示 关 键 点 编写 及 坐标 视窗 ， 如 图 2-19 
J 
2) 生成 直线 段 。 用 前 面 创建 的 关键 点 1 和 2 生成 一 条 直线 ， 选 择 Main Menu > Prepro- 


束 能 看 到 刚才 创建 的 
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List Flot FlotCtrls WorkFlane Farameters Nacro NeruCtrls Help 












Files k 

Status k | 

Fewpoint kh Coordinates Drnlw 
Lines ... Coords thttributes 
hreas Hard Points 
VYolumes 

Hodes ... 

Flements k 作 

Components T。 





Ficked Entities 十 
LIST ALL SELECTED KEYPOINTS. DSYs= 量 


Properties k 
Loads k 
» NO. WT LOCATION 
D+ther 有 51515151515 5 本 51515151515 5 本 51515151515 
Was 5155 9.009000 5 本 5151515l5l5 
Dn Yorkine Plane 
3 0G.09090060 2 .9000090 .0909000 


In hctiwe CS 


Dn Line 


一 i 下 一 


图 2-19 列 出 关键 点 坐标 

cessor > Modeling > Create > Lines > Lines > Straight Line ， 显示 选择 关键 点 的 对 话 框 ， 用 鼠标 拾 
取 关 键 点 1 和 2， 在 两 个 关键 点 之 间 显 示 出 一 条 直线 ， 点 击 按钮 “OK ”。 

8. 网 格 划 分 

在 划分 网 格 之 前 ， 要 把 染 截 面 定义 为 线段 的 属性 ， 同 时 通过 拾取 定义 方 回 的 关键 点 3 来 
确定 截面 的 方 回 。 

选择 Main Menu Preprocessor > Meshing > Mesh Attributes > Picked Lines， 显 不 选择 线段 的 
对 话 框 ,拾取 线段 ， 点 击 按钮 “OK”， 显 示 线 段 属性 对 话 框 ， 如 图 2-20 所 示 。 在 对 话 框 中 ， 
材料 编号 为 1， 单元 类 型 编号 为 1， 单元 截面 编号 为 1， 这 些 都 是 在 前 面 的 建 模 步骤 中 定义 
过 的 。 如 采 定 义 了 多 个 单元 类 型 或 单元 截面 ， 则 在 下 拉 框 中 选择 。 先 选中 点 选 框 “Pick Ori- 
entation Keypoint”， 点 击 按钮 “OK”， 显 示 关 键 点 选择 对 话 框 。 拾 取 关 键 点 3， 点 击 按钮 “OK”。 


人 Line Attributes 











[LATT] hesien httributes to Ficked Lines 


骨 帮 工 MMaterial rumber 


REAL Feal constant set mumber [None | | 


TYFE Element tvpe Imber 1 BERM1SS 


SECT Element seetlom 


Fick Drientation Kevpoint Is] 


DE | hpplv | Cancel | lHelp | 


图 2-20 ”线段 属性 对 话 框 
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将 简 支 梁 划 分 成 8 个 等 长 度 的 单元 。 

选择 Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh Tool， 显 示 如 图 2-21 所 示 的 网 格 划 分 工 
具 对 话 框 。 在 对 话 框 中 部 是 “Size Controls” 分 杜 ， 列 出 了 欣 制 单元 尺寸 的 按钮 。 为 了 在 线 
段 上 设 定单 元 太 寸 ,在 “Lines” 分 组 中 点 击 按钮 “Set”， 显 示 线 段 选择 对 话 框 ， 拾 取 线段 ， 
点 击 按钮 “OK”， 或 者 直接 点 击 按钮 “Pick All”， 显 示 在 线段 上 设置 单元 尺寸 对 话 框 ， 如 图 
2-22 所 示 。 在 线段 上 设置 单元 信 寸 有 两 种 方法 其 一 ， 在 编辑 框 “SIZE” 中 输入 一 个 单元 
尺寸 数值 ， 如 1.25 ,在 编辑 框 “NDIV” 中 不 输入 参数 ， 其 二 ,在 编辑 框 “NDIV” 中 输入 


Fe 


NeshTool 
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Slize Controls: 


Global set Clear | 
点 [Ba oe Clear | 


Lines cet Clear | Refine at: |Elements "| 
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图 2-21 网 格 划 分 工具 对 话 框 


NN ELeaent SS1TE3 nm Picked Lines 
[LESIZE] Element sizes or picked lines 


SIZE Element edee Jeneth 
HDIV Ho. of element diwisions 


NDIV is used only if SIZE is blank or rero) 
FEYHIIY SIZE, HIIY can be chanzed 
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AHGSIZ Division arc ldeerees) 


【 use AHSSIZ only it mmber of divisions (HIIY) and 
element edee leneth [SITE)Y are blank or rero) 


OK | 








图 2-22 在 线段 上 设置 单元 尺寸 对 话 框 
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表示 单元 数目 的 整数 ， 在 编辑 框 “SIZE” 中 不 输入 参数。 
输入 NDIV =8， 点 击 按钮 “OK” 返 回 到 网 


List 了 Lot FlotCtrls WorkFlane Farameters acro 


格 划 分 工具 对 话 杠 。 在 网 格 划 分 工具 对 话 框 的 ;1 一 
“Mesh” 分 栏 中 ， 点 击 按钮 “Mesh”， 显 示 选 Set | 
择 线 段 对 话 框 ， 点 击 按 钮 “Pick All”， 在 线段 。 me 
上 划分 出 8 个 等 长 度 的 单元 。 网 格 划分 工具 对 ees 
语 框 中 点 击 按 馈 oe 关闭 窗 SEE Hodes + httributes 
如 图 2-23 所 示 ， 选 择 Utility Menu > List > Components Nodes + httr + RealConst 





Flements > Nodes + Attributes ， 列 表 显 示 单 元 的 picked Entities + 

结 点 和 属性 信息 。 也 可 以 在 图 形 窗口 中 显示 单 “Foes | Mwibwe oy 
元 的 编写 。 先 选择 Utility Menu > PlotCtrls > 人 Layered Elements 
Numbering …， 显 示 绘 制 编号 对 话 框 ， 如 图 oae | 

2-24 所 示 ， 在 下 拉 框 “Elem/ Attrib numbering™ 

中 ， 选 中 “lement numbers”。 点 击 按钮 “OK” 图 2-23 ”列表 显示 单元 结 点 和 属性 信息 


关闭 对 话 框 ， 在 图 形 窗 口中 绘制 全 部 梁 蛙 元 的 编写， 并 将 梁 单 元 用 闫 色 来 区 分 。 
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图 2-24 绘制 编号 对 话 框 
对 于 二 维 问 题 ， 可 以 采用 映射 网 格 划 分 和 目 由 网 格 划分 ， 如 图 2-25 所 示 。 只 有 四 边 形 
才能 采用 目 由 网 格 划 分 。 对 于 三 维 问题 ， 主 要 采用 目 由 网 格 划分 ， 也 可 以 采用 映射 网 格 划分 
和 扫 撤 (Sweep) 网 格 划分 ， 如 图 2-26 所 示 。 
9. 指定 边界 条 件 
在 主 亲 单 面板 上 上 上， 定义 外 载 何 与 几何 约束 的 命令 都 放 在 preprocessor > Loads > Define 


. 32 有 限 元 分 析 基 础 与 应 用 教程 





图 2-25 ”有 映射 网 格 划 分 与 自由 网 格 划分 图 2-26， 扫 撤 网 格 划 分 的 结 
Loads > Apply 沫 单项 之 下 。 结 构 分 析 可 以 使 用 的 命令 放 在 站 
Apply > Structural 菜单 项 之 下 ， 可 以 定义 位 移 约 束 、 力 和 力 hnalysis Type 


Fast Sol’ nn Dptn 








短 、 压 力 及 温度 等 ， 如 图 2.27 所 示 。 est sol'n © 
1) 最 左 端 结 点 加 约束 。 由 于 选择 了 Beaml188 单元 ， ee 


每 个 结 点 有 6 个 自由 度 ， 在 施加 位 移 约束 时 ， 要 把 没有 使 - 


Displacement 


用 的 自由 度 也 加 上 相应 的 约束 。 Force/Noment 

选择 Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Struc- 0 
tural > Displacement > On Nodes， 显 示 选 择 结 点 的 对 话 框 ， 捡 0 ee 
取 位 于 (0,0) 处 的 结 点 ， 点 击 按 钮 “OK”。 在 显示 结 点 上 施 园 Gen Plane Strain 
加 位 移 约束 对 话 框 后 ， 如 图 2-28 所 示 ， 在 列表 框 “DOFs to ea 
be constrained” 中 点 选 UX、UY、UZ、ROTX、ROTY; 在 编 pn 
辑 枉 “Value” 中 输入 堆 或 不 输入 ， 点 击 按 钮 “OK”。 施 加 Lind En 
约束 后 ， 只 允许 该 结 点 存在 绕 整体 坐标 Z 轴 和 转动。 和 








2) 最 右 端 结 点 加 约束 。 与 步 又 1) 中 的 操作 方法 类 似 ，。 昌 merets 
选择 Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural 
> Displacement > On Nodes， 选 择 最 右 端 的 结 点 。 在 结 点 上 
施加 位 移 约 束 对 话 杠 中， 选择 UY、UZ、ROTX 、ROTTY ， 


MN Apply U,ROT on Hodes a 


[0] hpply Displacements ,FOITY on Hodes 
| Labz DOFs to be constrained 


图 2-27 定义 外 载 全 与 几何 
约束 的 沫 单 函 数 





hpply as [Eonstant walue "| 


If Constant walue then.: 


VALUE Displacement walue | 
DK | hpplw | Cancel | Help | 





图 2-28 结 点 上 施加 位 移 约束 对 话 框 
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该 结 点 可 以 有 沿 X 轴 方 向 的 平 动 、 绕 Z 轴 的 转动 。 

3) 施加 y 方 向 的 载 苛 。 把 均 布 载 傈 作为 压力 加 到 深 单元 上 上， 选择 Main Menu > Solution > 
Define Loads > Apply > Structural > Pressure > on Beams， 显 示 选 择 梁 单元 的 对 话 框 ， 点 击 按钮 
“Pick All”， 显 示 在 梁 上 施加 压力 对 话 框 ， 如 图 2-29 所 示 。 在 编辑 框 “VALI” 中 输入 9800， 
点 击 近 钮 “OK”。 对 于 均 布 载 衙 来 说 ， 编 辑 框 “VALJ” 不 用 输入 数值 。 如 条 是 线性 分 布 的 
载荷 ， 则 编辑 框 “VALJ” 要 输入 一 个 数值 。 





NM hpply PRES on Beanms 


[SFEEAM] hpply Fressure [FRES) om Beam Elements 
LEEY Load Kew 


VhLI Fressure value at node I 


VhLT Fressure walue at node J 


Deave blank for uniform pressurel) 


Dptional uffsets for pressure ]0ad 
IOFFST Uffset from I node 


JUOFFST Dffset from J node 


DR | hpplw | Cancel | 





图 2-29 在 染 上 施加 压力 对 话 框 


10. 分 析 计 算 

在 进行 解 算 之 前 ， 先 要 选择 Solution > Analysis Type > New Analysis， 设 定 分 析 类 型 ， 包 
括 静 态 、 模 态 、 谐 振 、 瞬 态 和 频谱 分 析 等 ， 如 图 2-30 所 示 。 设 定 分 析 类 型 之 后 ， 选 择 Solu- 
tion > Solve > Current LS ， 进 行 解 算 。 

为 了 避免 用 户 所 进行 的 实体 选择 操作 对 问题 求解 的 影响 ， 在 进行 分 析 计 算 前 先 执行 





器 与 @ 荆 如 证 荆 力 卫 | 
He Analysis 
hnalysis Trpe 人 
PE] Type of smalysis 
Restart 


Sol nm Controls 
Define Loads 
Load Step Opts 
SE anagement f Harmaormie 
Resultis Trackine 


Pe] " 
[ Transient 


ZSI Set Up i Spectrum 
BoaltiField et Up 
Diaentsties 
Vnabrideed enn 
Seneral Postprorc 
TimeHist PFostpro 
Drop Test 
Topoloeical Dpt 
RON Tool 


[ 了 Eiger Buckline 


f Substructurine 
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Utility Menu > Select > Everything 选中 全 部 实体 ， 进 行 分 析 计 算 ， 选 
择 Main Menu: Solution > Solve > Current LS， 先 显示 求解 选项 窗口 ， 
列 出 当前 的 求解 选项 设置 ， 再 显示 求解 当前 加 载 步 对 话 框 。 先 关闭 
求解 选项 窗口 ， 然 后 点 击 按钮 “OK” 关 闭 求 解 当 前 加 载 步 对 话 框 ， 
开始 分 析 计 算 。 分 析 计 算 结束 后 ， 显 示 求 解 结束 对 话 框 ， 点 击 按钮 
“Close” 关 闭 对 话 框 。 

11. 显示 计算 结果 

解 算 结束 后 ， 进 入 通用 后 处 理 模块 ， 碍 看 计算 结 末 。 通 用 后 处 
理 模 块 提供 了 很 多 数据 处 理 命令 ， 如 图 2-31 所 示 。 经 常用 的 命令 
是 用 云图 方式 显示 结 点 的 计算 结 末 。 显 示 简 文 染 的 变形 分 布 。 选 择 
Main Menu > General Postproc > Plot Results > Deformed Shape…， 吕 
示 绘 制 变形 形状 对 话 框 ， 选 择 其 中 的 单 选 项 “Def + undeformed”,， 
点 击 按 钮 “OK”。 用 虚线 显示 变形 前 染 的 形状 ， 用 实 线 显 示 变 形 后 
梁 的 形状 。 

用 云 纹 图 方式 显示 简 文 染 的 挠 度 分 布 。 选 择 Main Menu > Gen- 
eral Postproc > Plot Results > Contour Plot > Nodal Solu ， 显 示 如 图 2-32 
所 示 的 用 云 纹 图 方式 显示 结 点 计算 结 有 末 对 话 框 ， 在 对 话 框 的 列表 框 
“Ttem to be contoured” 选择 “DOF solution”( 结 点 日 由 度 解 答 )， 











Contour Hodal Solution Data 
[FLNSDL] Contour Nodal Solution Data 
Ttem to be contoured 


Item, Comp DOF solutior. 


Strain-total 
Strain-mechtthrm 
Ener ey 

Straln ener dens 
Strain-elast1ic 
Strain-thermal 
Strain-plastic 


EUHD Items to be plotted 
i Def shape ordw 
tie Def + undeformed 


i Def + undef edee 
[ 


人 1 Corner or 7 


Fact Dptional scale factor 


[/EFACET] Interpolation Hodes 


f 2 Corner + midside 


[ 4 Ml applicable 


一 一 


[AVFRIN] Eff NU for EQY strairn 


DK ] 


hpplv ] Cancel | 


用 云 纹 图 方式 显示 结 点 计算 结果 对 话 框 








图 2-32 


-directl on 





eneral Postproc 
Data 盘 File Dpts 
Resulis Summary 
Read Resultis 
Failure Criteri 
器 了 Lot Besultis 
Deformed Shape 
蝇 Contonr Plot 
Element Solu 
Elem Table 
国 Line Flem Res 
Vector Plot 
Plot PFath Itiem 
Concrete Plot 
ThinFils 
Listit Becsults 
Quaery Besuoults 
Dptions for Datp 
Resultits Viewer 
rite PGR File 
Hodal Calrcs 
Flement Table 
PFath Operations 


Snrface perations 


图 2-31 后 处 理 
模块 的 菜单 吨 数 


lst Prlimrclpal 3S1 


3 


Help | 
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在 右 侧 的 列表 框 中 选择 “UY”; 在 “Items to be plotted” 选择 项 中 ， 点 选 “Def + unde- 
formed”( 同时 显示 变形 和 变形 前 的 梁 )， 扣 击 按 钮 “OK”。 用 云 纹 图 方式 显示 的 Y 方 回 位 
移 分 布 ， 如 图 2-33 所 示 。 

用 云 纹 图 方式 显示 简 文 架 的 转角 分 布 。 操 作 方 法 与 显示 挠 度 分 布 的 方法 相同 ， 在 选择 
“DOF solution” 之 后 ， 选 择 “ROTZ”。 

用 列表 方式 显示 计算 结果 。 选 择 Main Menu > General Postproc > List Results > Nodal Solu ， 
显示 列 出 结 点 解答 对 话 框 ， 如 图 2-34 所 示 。 在 列 出 结 点 解答 对 话 框 中 选择 想 要 列 出 的 计算 
结果 ， 其 操作 方法 与 用 云 纹 图 显示 计算 结果 时 的 操作 方法 类 似 。 


NODEL 3S0LUT I0H NN 


SsTEPF=] FEE 5 On0g 
SUE =J 13:57:02 
T IME=1 

TY [ae] 

RSTYa= 

DE 三 -站 癌 妆 号 0 瑟 

SM =- .0406 














图 2-33 ”用 云 纹 图 方式 显示 的 站 方向 位 移 分 布 
蝇 eneral Postproc 
Data a File Opts | MN\ List Hodal Solution 





Resulis SmmarTy 

Read Results 

Failure Criteria 

Flot Results 

回 Laist Resnolts 
Detailed Samm 
Itieration Summ 
Fercent Error 
Sorted Listiing 
Hodal Solution 
Element Solati 
Serction Solot 
Superelem DOF 
Reactionm Solu 
Hodal Loads 
图 了 ELem Table Dat 


[ERNSOL] List Hodal SolLutiom 


Item,Comp Ttem to be listed 


[AYFRIN] EFF HU for 了 ERV strain 


图 2-34 列 出 


DOF solutiorn Ml TOFs 
Stress -一 | |Translation 
Strain-total 

Strain-mechtthrm 

Honlinear items 

Strain-elastic 

Strain-thermal 

Strain-plastic 

Strain-creep 





解答 对 话 框 
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用 列表 方式 显示 支点 上 的 约束 反 力 。 选 择 Main Menu > General Postproc > List Results > 
Reaction Solution， 显 示 列 出 反 力 解 答对 话 框 ， 如 图 2-35 所 示 。 在 对 话 框 中 选择 想 要 列 出 的 
约束 反 力 或 约束 力矩 ， 或 者 选择 All items 把 全 部 约束 反 力 都 列 出 。 选 择 All items ， 点 击 按钮 





“OK”， 显 示 约 束 反 力 的 列表 窗口 。 如 图 2-36 所 示 ， 在 列表 窗口 中 给 出 了 全 部 的 结 ， 
力 ， 包 括 集中 力 己 力矩 。 





NM List React1ion Solut1ion 


[FERSO0L] List Reaction Solutiorn 
Lab Ttem to be listed 
Struct force FX 
FY 


Fz 
hll] struc fore F 
Struct moment Mi 
MY 


部 
hll] struc mome M 





图 2-35 ” 列 出 反 力 解 答对 话 框 





所 FRRSDOL Command 
File 








PRINT REACTION SOLUTIONS PER NODE 


¥¥#¥¥ POST1 TOTAL REACTION SOLUTION LISTING se 


LOAD TEP= 1 3UBSTEP= 1 
TIME= 1 .BH LOAD CASE= 站 


THE FOLLOWING HY SOLUTIONS ARE IN GLOBAL COORDINATES 


NODE Fa FY Fz MX MY Mz 
1 .A 498868. -BB.28111E-18 .7?1o76E-B7 HB.24468E-11 
之 49009. -8.30595FE-—18 B.S59653E-H7—H .24468E—11i 


TOTAL UALUES 


UALUE 0 .A900 398669. .S806E-—18 0H.13123E-B6-B.40143E-19? HB.M069 


图 2-36 ”显示 全 部 约束 反 力 的 列表 窗口 
12. 输出 分 析 结 果 
在 如 图 2-36 所 示 的 列表 窗口 都 有 File 亲 单 ， 在 File 琳 单 下 有 羔 单 项 “Save as : 
表 显 示 的 计算 结 末 用 文本 格式 输出 到 外 部 文件 。 
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藻 需 要 获得 显示 计算 结果 的 图 形 ， 最 简单 
的 方法 就 是 复制 屏幕 。ANSYS 软件 在 PlotCtrls 
琳 蛙 下 面 提 供 了 把 图 形 窗口 内 容 输 出 到 外 部 图 
形 文件 的 功能 ， 下 接 捕 捉 图 形 窗口 内 容 的 功能 
“Capture Image …”， 如 图 2-37 所 示 。 在 编写 分 
析 报 告 时 ， 能 使 用 这 样 获得 的 图 形 文 件 。 

如 图 2-33 所 示 ，ANSYS 软件 的 默认 方式 是 
把 图 例 放 在 图 形 的 下 方 ， 用 户 可 以 修改 图 形 窗 
口 的 显示 方式 。 选 择 Utility Menu > PlotCtrls > 
Window Controls > Window Options ， 显 示 和 窗口 选 
项 对 话 框 ， 如 图 2-38 所 示 。 

在 窗口 选项 对 话 框 中 ， 把 下 拉 框 “Display 
of legend” 选 择 为 Legend ON ， 就 把 图 例 放 置 在 
图 形 窗口 的 右 侧 ， 图 2-39 是 用 云 纹 图 显示 简 支 
梁 找 度 的 结果 ， 图 例 放置 在 窗口 右 侧 。 

13. 退出 系统 

选择 Utility Menu > File > Exit.…, 显示 退出 
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Fan Toom Rotate ... 


View Settines 


Humberine .. 
Symbols ... 
Style 


Faont Controls 
Window Controls 


Frase Dptions 


hnimate 
hrmotati or 


Dewvice Dptions .. 
Redirect Fluts 
Hard Copy 


Save Flot Cirls ... 
Restore Flot Ctrls ... 


Feset Flot Ctrls 


Capture Imaee ... 
Restore Tmaee ... 
Write Metafile 


Milti-Plot Controls .. 
Malti—Window Layout .. 


Best Huality Imaee 


图 2-37 


k 








和 
| 


Ss 


To SRFH File ... 
To PSCR File ... 
To HESL File ... 
To HEFSI2 File .. 
To JFE' File ... 
To TIFF File ... 
To PN File .. 

To YENL File ... 


To Screen 


To Seement Memory 
Delete Seements 
Seement Status 





输出 图 形 窗口 内 容 的 菜单 


方式 对 话 框 ， 在 对 话 框 中 选择 Save Everything， 点 击 按钮 “OK” 退 出 ANSYS 软件 。 


人 和 indow Opt1ions 


[TFTLOFTS] 
IHED 


Vindow UDPtioms 
Display of leeend 


LE Leeend header 


LEC2 View portion of lezend 
LE Contour leeend 
FFANME Window frame 
TITLE Title 
MINMN Min-Mas svmbols 

Jpbrmame 

PHSYS loeo displaw 
Putomatic window sirzine 一 


一 when entire Jezend turned om or off 


WF PEF drawn as part of plot? 


LATE 


DATE/TINE displaw 


L:TRIAD] 


Location of triad 


[REFLDT] Replot Upon DRK hpplw? 


DK | 点 BE 六 | 


Cancel | 


| OEE 


Graphical logn | 


[I Dr 


| Ho 


Date and Time | 
本 elubal vriein "| 
[Replot "| 


图 2-38 ”窗口 选项 对 话 框 





Help | 


FloatCtrls WorkFlane Farameters Macro 全 emactrls Helr 
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FEE 25 2009 
22: 49:37 
NODAL SDLUTIDH 
STEP=1 

SUE =1 

TIME=] 

UY 【VEGI 
有 SYS=D 
PowerGraphics 
EFLCET=1 
LYPRES=Mat 

DI =.083405 
SI =-.083405 


2 =1 
DIST=5.5 
FPF =5 
YF =-.25 
2-BUFFER 
-.083406 
sl —-.074138 
[ —. DE4871 
LL -.D055504 
EE —.046336 
匡 H| -.037069 
LL -. 027802 
[ -.018535 
L_ —-.009267 
a , 





图 2-39 ”把 图 例 放 置 在 图 形 和 窗口 右 侧 








2.4 ”保存 与 读 取 数据 文件 


相 比 文本 编辑 软件 ，ANSYS 软件 没有 返回 上 步 操 作 的 功能 ， 在 操作 错误 之 后 ， 只 能 删 
余 错 误 操 作 的 结果 ， 重 新 再 操作 一 遍 。 一 种 比较 好 的 方法 是 ， 在 建 模 过 程 中 逐步 保存 操作 结 
果 。 一 旦 发 生 错 误 ， 可 以 放弃 错误 操作 结果 ， 把 前 面 保留 的 结果 重新 导入 。 

如 图 2-40 所 示 ， 在 ANSYS 工具 条 中 点 击 按钮 “SAVE DB”， 把 建 模 结 果 保 存 到 模型 


File Select List 了 Lot Ff 

















Clear 息 Start Hew ... 
Chanze Jobname ... 

Chanee Directory ... 
Chanee Title ... : 


Resume Jobname. db ... 


Resume from ... | 


Save as Jobname. db 


Save a5 ..,. 


Write LE loe file ... 


Read Input from ... 


Switekh Dutput to kh 
List 和 
File Dperations kb 
File Select List 了 Lot FlotCtrls WorkF] AhHSYS File Dptions .. 
口 | 磅 | 贺 | 印 | 名 | 晤 | 团 图 Imes 
Export ... 


PHSYS Toolbar 
Report enerator ... 


SAVE_DB| FESUN DB| QUIT| POWRGRPH| ee 


图 2-40 ANSYS 工具 条 图 2-41 File 菜单 
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数据 库 文件 ， 点击 按钮 “RESUM DB” 从 模型 数据 库 文件 中 读 出 前 面 保存 的 结果 。 也 可 使 
用 File 菜单 下 面 的 菜单 项 “Save as Jobname. db” 保 存 建 模 结 果 ， 用 “Resume Jobname. db…” 
读 出 已 保存 的 建 模 结 果 ， 如 图 2-41 所 示 。 


2.5 ANSYS 软件 的 宏 命 令 与 参数 化 建 模 


2. 5.1 日 志文 件 


ANSYS 以 命令 流 形式 保存 用 户 操 作 过 程 ， 包 括 几 何 建 模 、 网 格 划 分 、 求 解 等 。 如 果 不 
更 改 工作 文件 名 ， 用 户 的 全 部 操作 过 程 都 保存 在 日 志文 件 中 。 

在 工具 菜单 条 中 选择 List > Files > Log File， 显 示 日 志文 件 。 

某 个 日 志文 件 的 一 部 分 内 容 如 下 : 

/PREP7 

CYIA4,0,0,0,0,20,90 

ET,1, PLANE77 

KEYOPT ,1 ,1.0 

KEYOPT,1 ,3,1 

MPTEMP, ,,,,,,, 

MPTEMP.,1,0 

MPDATA ,KXX ,1, ,2. 4e-2 

MPTEMP, ,,,,,,, 

MPTEMP ,1 .0 

MPDATA ,C,1, ,550 

MPTEMP, ,,,,,,, 

MPTEMP.,1,0 

MPDATA ,DENS,1, ,7. 84e-6 

SMRTSIZE ,6 

MSHKEY ,0 

CM, Y,AREA 

ASEL, ,, ,1 











将 日 志文 件 用 另外 的 文件 名 保存 起 来 ， 在 下 一 次 使 用 ANSYS 软件 分 析 同 一 个 模型 时 ， 
可 以 先 执行 日 志文 件 ， 得 到 前 一 次 上 机 所 完成 的 结 采 ， 而 不 必 重 新 一 步 步 操 作 。 

如 图 2-42 所 示 ， 在 下 拉 荣 单条 中 选择 File > Read input from ， 显示 文件 选择 对 话 框 ， 该 
入 并 执行 事先 保存 好 的 日 志文 件 。 日 志文 件 的 缺点 是 保存 了 许多 中 间 操 作 ， 用 户 进行 的 修 
改 、 删 除 、 创 建 等 被 完全 记录 ， 不 够 简洁 。 


2. 5.2 APDL 语言 与 参数 化 建 模 


ANSYS 软件 为 用 户 提 供 了 完整 的 用 户 指 分集 ， 全 部 采 单 操作 均 可 以 采用 指令 形式 实现 。 
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Read input from Directories: 
留 ECUITICUIasfEmssphere 
Cancel | 
disp-lB.bmp Ee 
disp-l?.bmp ; 
disp-l8.bmp ES curicula Help | 
hle.err [SS fem 
tle.esaw 拓 - :phere 
fle.full 
fle.lock 二 
iile log | 加 | 
List Files of Type: Drves: 


[a Files [*.] 下 国 e: ™ 国 Elwaork | 


Dptional line mumber or label 


[Copy input to database log 





图 2-42 文件 选择 对 话 框 
采用 ANSYS 提供 的 参数 化 设计 语言 APDL( ANSYS Parameter Design Language ) ， 可 以 用 命令 


流 文件 的 方式 实现 全 部 用 户 交 互 指令 。 








例如 在 上 节 给 出 的 日 志文 件 中 记录 了 与 用 户 亲 单 操作 对 应 的 APDL 指令 ， 简 单 的 解释 如 下 : 

1) 指令 CYL4， 创 建部 分 圆 形 面积 或 部 分 圆柱 体 。 

2) 指令 ET， 选择 单元 类 型 ， 这 里 选择 了 PLANE77 单元 。 

3) 指令 KEYOPT， 设 置 单 元 性 能 选项 。 

4) 指令 MPTEMP， 为 材料 性 能 定义 温度 表 。 

5) 指令 MPDATA ， 给 温度 表 定 义 性 能 数据 ， 通 稼 与 指令 MPTEMP 一 起 使 用 。 

6) 指令 SMRTSIZE， 设 置 自动 确定 单元 尺寸 的 参数 。 

7) 指令 MSHKEY， 指 定 是 用 目 由 划分 还 是 映射 划分 方法 来 生成 单元 网 格 。 

8) 指令 CM， 把 几何 元 素 组 合成 一 个 部 件 。 

9) 指令 ASEL， 选 择 面 积 元 素 。 

使 用 APDL 语言 的 时 候 ， 可 以 在 命令 输入 窗口 中 逐 句 输入 指令 ， 也 可 以 把 APDL 指令 编 
辑 在 一 个 文本 文件 中 ， 选择 File > Read lInput From ， 该 入 并 依次 执行 文本 文件 中 的 指令 。 

使 用 APDL 语言 有 显著 的 优点 : 

1) 比较 容易 修改 ， 在 建 模 过 程 中 ， 能 逐步 调试 ， 适 合 建立 复杂 模型 。 

2) 能 够 实现 参数 化 建 模 ， 只 要 拓扑 结构 不 变 ， 就 可 以 采用 不 同 的 参数 值 完 成 建 模 。 

3) 对 ANSYS 数据 库 进 行 一 些 百 接 操作 、 守 出 ANSYS 模型 中 的 数据 。 

4) 将 其 他 软件 的 计算 结果 导入 ANSYS， 利 用 ANSYS 的 后 处 理 功能 。 

具体 做 法 可 以 查阅 ANSYS 的 帮助 文档 。 














2.6 ANSYS 的 几何 建 模 


ANSYS 软件 的 前 处 理 模块 具有 比较 强 的 几何 建 模 功能 。 在 本 市 ， 我 们 通过 介绍 用 AN- 
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SYS 软件 的 几何 建 模 功 能 建立 如 图 2-43 所 示 的 轴承 座 来 学 习 基 本 的 几何 建 模 操作 。 由 于 轴 
承 座 具有 对 称 性 ， 先 建立 二 分 之 一 模型 ,再 用 镜像 的 方法 得 到 整个 几何 模型 。 


启动 ANSYS 软件 之 后 ， 图 形 显示 窗口 默认 的 背景 闫 色 是 黑 
色 ， 建 议 把 硼 景 颜色 修改 成 白色。 选择 Utility Menu > PlotCtrls > 
Style > Colors > Reverse Video， 如 图 2-44 所 示 ， 把 背景 颜色 改 





为 白色 ， 这 时 在 Reverse Video 之 前 出 现 一 个 符号 “VV”。 


Reverse Video 对 背景 进 
项 ， 重 新 再 选择 一 次 就 把 背景 


行 了 反 色 操作 ， 是 一 个 两 选 亲 单 
色 改 回 黑色 。 在 Utility Menu > 
PlotCtrls 某 单 下 面 列 出 了 全 部 控制 图 形 显示 方式 的 某 单 项 ， 之 











后 面 会 逐步 介绍 。 在 相关 操作 之 前 ， 在 主 采 单 中 选择 Preproces- 
sor 进入 ANSYS 软件 的 前 处 理 模块 。 
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图 2-44 ”修改 背景 颜色 的 荣 单 项 
1. 创建 带 圆 孔 基 座 的 二 分 之 一 几何 模型 
先 创 建 一 个 立方 体 ， 在 对 应 通 孔 的 位 置 上 再 创建 两 个 与 通 孔 体积 相同 的 圆柱 体 。 然 后 进 

行 布 尔 操作 ， 从 立方 体 中 减 去 两 个 圆柱 体 得 到 带 有 两 个 圆 形 通 孔 的 基 座 。 

(1) 创建 长 方 体 ”与 建立 几何 模型 相关 的 菜单 晒 数 在 Main Menu > Preprocessor > Model- 

ing 菜单 项 下 面 列 出 ， 如 图 2-45 所 示 。Preprocessor > Modeling 六 单项 下 面 有 包括 一 些 子 末 单 











项 ， 根 据 功 能 采 单 函数 组 成 不 同 的 于 订单 项 ， 主 要 的 有 : 








1) Create， 包 括 创建 几 何 元 厅 的 菜单 函数 。 


2) Operate ， 包 括 进行 几何 元 双 布 尔 操 作 的 亲 单 函数 。 














图 2-43 ”轴承 座 示 意图 





Create Color Bap 
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3) Move/ Modify， 包 括 移动 、 修 改 几 何 元 素 的 亲 单 也 数 。 
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4) Copy， 包 括 复制 几何 元 素 的 沫 单 冰 数 。 

5) Delete， 包 括 删 除 几 何 元 系 的 采 单 涵 数 。 

输入 坐标 值 创建 立方 体 ， 在 Create 沫 单项 下 面 选 
择 Main Menu > Preprocessor > Create > Volumes > Block > By 
Dimensions ， 显 示 输 入 坐标 值 的 对 话 框 ， 如 图 2-46 所 
示 。 把 Y 方向 作为 高 度 方向 ,输入 Xl =0，X2 =3， 
Ye0. Y2E1, 由 三 U 2 三 

在 默认 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 创建 了 一 个 棱 边 平行 于 
坐标 轴 的 立方 体 ， 其 中 的 一 个 顶点 在 坐标 原点 上 ，X 
方 巾 ( 屏 适 的 水 平方 同 ) 长 度 为 3，Y 方向 ( 屏 几 的 竺 和 
方 问 ) 长 度 为 1，Z 方向 (重耳 于 屏 医 方 问 ) 的 长 度 为 3 ， 
立方 体位 于 坐标 轴 的 正 半 轴 区 域 中 。 在 这 里 要 注意 ， 
默认 和 丰 角 坐 标 系 的 方向 ， 默 认 的 工作 平面 是 与 默认 备 
卡 儿 坐标 系 重 合 的 ， 在 后 续 操 作 中 要 移动 工作 平面 的 
位 置 方向 。 在 ANSYS 软件 中 不 设 定 长 度 单 位 ， 用 户 目 
己 选 择 合 适 的 长 度 单 位 。 通 过 操作 在 图 形 显示 窗口 右 
侧 的 视图 操作 工具 条 可 以 变换 视图 来 显示 立方 块 。 

(2) 建立 与 孔 的 体积 相当 的 圆柱 体 ”采用 输入 半 
径 和 高 度 的 方法 ， 在 通 孔 所 在 的 位 置 创建 圆柱 体 。 由 
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图 2-45 几何 建 模 菜单 项 


人 Create Block by Dimensions 


Cancel | 


输入 坐标 值 创建 立方 体 的 菜单 函数 和 对 话 框 


于 圆柱 体 的 中 心 位 置 与 工作 平面 的 原点 重合 ， 圆 柱 体 的 对 称 轴 与 工作 平面 的 Z 轴 重 合 ， 需 


要 平移 并 旋转 工作 平面 。 


选择 Utility Menu > WorkPlane > Offset WP by Increments， 显 示 出 “Offset WP” 对 话 框 。 
在 对 话 框 中 的 “X，Y，Z Offsets” 编 辑 框 输入 坐标 原点 的 沿 三 个 坐标 轴 的 偏 移 量 2. 25 ， 
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1. 25 ，0.75( 用 逗号 分 隔 )， 点 击 “Apply” 按 钮 。 把 工作 平面 相对 默认 笠 卡 儿 坐 标 系 做 了 平 
行 偏 移 。 

在 “XY，YZ，ZX Angles” 编 辑 框 输入 绕 工 作 平 面 Z、X 和 YY 坐标 轴 转 动 的 角度 0， 
-90， 点 击 “OK” 按 钮 。 即 绕 2Z 轴 旋 转 0*， 绕 X 轴 旋 转 -90"， 绕 站 轴 旋转 0"， 不 输入 最 
后 一 项 数值 ，ANSYS 软件 目 动 把 它 当 做 零 值 来 处 理 。 在 这 里 要 注意 绕 坐 标 轴 转动 角度 的 正 
负 值 的 含义 。ANSYS 软件 中 的 坐标 轴 方 同 是 服从 右手 法 则 的 ， 绕 XX 轴 转 动 -90° 表 示 从 Z 轴 
正 回 转 回 立轴 正 回 。 

选择 Main Menu > Preprocessor > Create > Volumes > Cylinder > Solid Cylinder ， 在 图 2-47 所 
示 的 对 话 框 中 输入 半径 和 高 度 创建 实心 圆柱 体 。 在 对 话 框 中 输入 以 下 参数 ; 

WP X=0，WP Y=0，Radius =0.75/2( 或 0.375)，Depth = -1.5， 点 击 OK。 得 到 沿 Z 
轴 负 方 回 的 圆柱 体 ( 这 样 做 使 得 圆柱 体 与 立方 体 相 区 ) 。 

复制 生成 另 一 个 圆柱 体 。 选 择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Copy > Volumes ,在 
显示 图 2-48 的 “Copy Volumes” 选择 框 后 ， 拾 取 圆 柱 体 ， 点 击 “Apply” 按 钮 ， 显 示 出 如 图 
2-49 所 示 的 复制 体积 元 素 的 对 话 框 。 在 图 2-49 所 示 对 话 框 中 的 “DZ” 选 择 框 输入 1.5( 沿 
整体 坐标 系 Z 轴 正 问 移 动 )， 然 后 点 击 “OK” 按 钮 。 在 图 2-48 中 可 以 看 到 整体 坐标 系 的 坐 
标 涤 和 工作 面 坐 标 系 的 坐标 架 ， 以 及 创建 的 立方 体 和 实心 圆柱 体 。 
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图 2-47 创建 实体 圆柱 的 对 话 框 
(3) 从 长 方 体 中 减 去 两 个 圆柱 体 生成 通 孔 ” 接 下 来 对 创建 出 来 的 三 个 体积 元 素 进 行 布 
尔 操 作 ， 选择 体积 元 素 相 减 的 操作 ， 选择 Main Menu > Preprocessor > Operate > Booleans > 
Subtract > Volumes 。 在 显示 第 一 个 选择 对 话 框 后 ， 首先 拾取 被 减 的 长 方 体 ， er “ Apply e 
在 显示 第 二 个 选择 对 话 杠 后， 拾取 准备 减 去 的 两 个 圆柱 体 ， 点 击 “OK” 按 钮 。 得 到 如 图 
2-50 所 示 的 寓 两 个 通 孔 的 基 座 。 
在 创建 通 孔 的 时 候 ， 改 变 了 工作 平面 的 位 置 和 角度 ， 在 进行 后 续 操 作 之 前 ， 使 工作 平面 
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图 2-49 复制 体积 元 素 的 对 话 框 


与 整体 直角 坐标 系 一 致 ， 选 择 : Utility Menu > WorkPlane > Align WP with > Global Cartesian 。 
2. 创建 支撑 的 下 半 部 分 





选择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Volumes > Block By 2 corners & ZX， 在 


性 


第 2 章 ANSYS 的 建 模 与 分 析 方 法 43 . 


义 XY 平 面 上 的 两 个 角 点 和 2Z 方向 的 次 度 ， 创 建 支 撑 下 
半 部 分 对 应 的 立方 体 。 

在 图 2-51 所 示 创 建 实体 块 的 对 话 框 中 输入 下 列 数 
值 : WP X=0, WP Y=1, Width =1.5, Height = 1.75, 
Depth =0.75， 点 击 “OK” 键 。 立 方 体 的 原点 坐标 设 在 
(0,1,0) 的 位 置 上 ， 即 基 座 的 上 表面 。 得 到 如 图 2-52 所 
示 的 基 座 与 文 摔 部 分 。 

3. 创建 支架 的 上 半 部 分 

在 支架 上 部 创建 一 个 四 分 之 一 实心 圆柱 作为 支架 的 
上 半 部 分 。 

1) 偏 移 工作 平面 到 支架 的 前 表面 ， 把 工作 平面 的 原点 定义 在 支架 前 表面 的 左上 顶点 。 
亲 单 如 图 2-53 所 示 ， 选 择 Utility Menu > WorkPlane > Offset WP to > Keypoints + ， 把 工作 平面 
平移 ,使 其 原点 与 选择 的 关键 点 重合 ， 保 持 坐 标 轴 的 方向 不 变 。 选 择 后 显示 选择 关键 点 的 对 
话 框 ， 在 刚 创建 的 立方 体 块 的 左上 角 拾 取 关 键 点 ， 点 击 对 话 框 中 的 “OK” 按 钮 。 











图 2-50 ”和 带 两 个 通 孔 的 基 座 
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图 2-51 用 角 点 和 ZZ 方向 深度 建立 立方 体 的 菜单 函数 对 话 框 
2) 创建 四 分 之 一 实心 圆柱 。 选 择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Volumes > 
Cylinder > Partial Cylinder + ， 创建 部 分 圆柱 。 选 择 后 显示 创建 部 分 圆柱 的 对 话 框 ， 输 入 下 列 
参数 
WP X=0, WP Y=0; Rad -1=0, Theta -1=0; Rad -2=1.5, Theta -2 =90; 
Depth = —0.75。 
参数 Rad -1 为 内 半径 ,创建 实心 圆柱 时 Rad -1 取 零 ; 参数 Rad -2 为 外 半径 。 参 数 
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图 2-52” 基 座 与 支撑 图 2-53 ”将 工作 平面 原点 平移 到 关键 点 处 的 菜单 

Theta -1 为 部 分 圆柱 开始 位 置 的 中 心 角 ， 从 工作 平面 的 X 轴 位 置 算 起 ， 服 从 右手 法 则 ， 逆 时 
针 方向 为 正 。 参 数 Theta -2 为 部 分 圆柱 结束 位 置 的 中 心 角 。 参 数 Depth 为 圆柱 高 度 ， 以 沿 Z 轴 正 
方 同 为 正 值 。 由 于 工作 平面 被 仿 置 到 了 支 染 的 前 表面 ， 参 数 Depth 在 这 里 取 一 个 负数 。 

要 注意 ， 在 这 里 并 不 是 必须 偏 置 工作 平面 。 圆 柱 的 中 心 轴 平 行 于 工作 平面 的 Z 轴 。 佩 
置 工 作 平面 后 ， 让 圆柱 对 称 轴 与 工作 平面 的 Z 轴 重 合 ， 不 用 再 定义 对 称 轴 人 位置。 如 有 果 不 偏 
置 工作 平面 ， 下 接 修改 圆柱 对 称 轴 的 位 置 ， 同 样 可 以 创建 出 支架 的 上 半 部 分 。 在 创建 部 分 圆 
柱 的 对 话 框 中 输入 下 列 参 数 . 

WP X=0, WP Y=2.75; Rad -1=0, Theta -1=0; Rad -2=1.5, Theta -2 =90; 

Depth =0. 73 。 

4. 在 支架 上 生成 圆 形 阶梯 也 

做 法 与 创建 基 座 时 的 方法 类 似 ， 在 圆 孔 位 置 处 创建 两 个 实心 圆柱 ， 再 进行 布尔 运算 。 由 
于 已 经 使 工作 平面 的 Z 轴 与 通 筷 的 中 心 轴 重 合 ， 所 以 不 需要 再 偏 置 工作 平面 。 

选择 Main Menu > Preprocessor -> Modeling > Create-> Volumes > Cylinder > Solid Cylinder +, 
在 对 话 框 中 输入 下 列 参 数 . WP X=0，WP Y =0，Radius =1，Depth = -0.1875; 点 击 按钮 
“Apply”， 继 续 创 建 第 二 个 实心 圆柱 。 在 新 出 现 的 对 话 框 中 输入 下 列 参数 ， WP X =0，WP 
Y=0，Radius =0. 85，Depth = -2; 点 击 按 钮 “OK”， 关 闭 对 话 框 。 

创建 完成 的 基 座 与 支架 、 为 进行 布尔 操作 准备 的 两 个 实心 
圆柱 在 图 2-54 中 给 出 。 

接 下 来 ， 进 行 布尔 运算 ， 对 体积 元 系 进 行 “ 减 法 ”操作 。 

1) 选择 布尔 “减法 ”操作 的 被 减 对 象 。 选 择 Main Menu > 
Preprocessor > Modeling > Operate > Subtract > Volumes +。 拾 取 
构成 文 架 的 两 个 体积 元 素 ， 作 为 布尔 “减法 ”操作 的 母体 (被 
减 对 象 ) 。 单 击 按钮 “Apply”， 弹 出 选择 对 话 框 继续 选择 需要 
“ 减 去 ”的 对 象 。 

2) 拾取 大 圆柱 作为 “ 减 去 ”的 对 象 。 单 击 对 话 框 中 的 按 
钮 “Apply”， 将 大 圆柱 减 去 ， 继 续 显 示 选 择 对 话 框 ， 选 择 新 的 
被 减 对 象 。 

3) 重复 步骤 1) ， 选 择 构成 中 的 两 个 体积 元 素 ， 点 击 按钮 ”图 2-54 支架 与 实心 圆柱 
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“Apply”， 继 续 显 示 选 择 对 话 框 。 

4) 拾取 小 圆柱 体 作 为 “ 减 去 ”的 对 象 。 在 对 话 框 中 ， 点 
击 按钮 “OK”， 完 成 布尔 运算 ， 同 时 关闭 对 话 框 。 

布尔 “减法 ”运算 完成 后 的 市 阶梯 圆 和 孔 支 架 如 图 2-55 
所 未 。 

5. 创建 三 角形 的 加 强 支 架 

完 创 建 一 个 与 文 架 下 半 部 分 的 侧面 平行 的 三 角形 面 ， 再 用 
拖拉 的 方法 创建 出 文 板 。 

为 操作 方便 ， 先 合并 位 置 重 合 的 关键 点 。 选 择 Main Menu > 
Preprocessor > Numbering Ctrls > Merge Items， 显 示 如 图 2-56 所 
示 的 项 目 合 并 对 话 框 。 将 下 拉 框 “Label” 设 置 为 “Key- 
points”， 点 击 按钮 “OK”。 

1) 在 底座 的 上 部 前 面 边缘 线 的 中 点 位 置 建立 一 个 关键 点 。 。 图 255 于 图 扎 的 支架 























NN\ Neree Coincident or Eqguivalently Defined Itenms 
[HUMMRS] Meree Coincident or Eqguivalently Defined Items 


Type of item to be merge 


Ranee of colincidence 
Solid model tolerance 


Meree items or select" 
te Nerge items 
i Select Win meree 


Retain lowest/hiehest? [iDWest nomber 


DK | hpplvw | Cancel | Help | 





图 2-56 项 目 合并 对 话 杠 
选择 Main Menu > Preprocessor > Modeling Create > Keypoints > KP between KPs + ， 在 两 个 现存 
关键 点 之 间 创 建 一 个 新 的 关键 点 。 显 示 关 键 点 选择 对 话 框 ， 拾 取 如 图 2-37 所 示 的 两 个 关键 
点 ， 点 击 按钮 “OK”， 显 示 出 如 图 2-58 所 示 的 关键 点 位 置 选项 对 话 框 。 

在 关键 点 位 置 选项 对 话 框 中 ， 输 入 RATI =0.5， 点 击 按 钮 “OK”。 参 数 RATI 的 含义 是 
第 一 个 关键 点 到 新 建 关键 点 之 间距 离 和 第 一 个 关键 点 到 第 二 个 关键 点 之 间距 离 的 比值 。 人 参数 
DIST 的 含义 是 第 一 个 关键 点 到 新 建 关 键 点 之 间 的 距离 。 

2) 创建 三 角形 面积 作为 加 强 支 染 的 侧 表面 。 如 图 2-59 所 示 ， 在 其 底 楼 边 中 点 处 新 建 的 
关键 点 kpl ， 与 文 架 下 半 部 分 的 顶点 kp2、kp3 构成 了 加 强 文 架 侧面 的 三 个 顶点。 通过 三 个 
关键 点 建立 加 强 支 架 的 侧面 ， 和 选择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Ar- 
bitrary > Through KPs +。 

显示 关键 点 选择 对 话 框 后 ， 依 次 拾取 基 座 校 边 的 中 点 kpl1 ， 文 架 上 下 两 部 分 的 交 后 kp2， 
文 染 与 整个 基 座 的 交点 kp3 。 单 击 按钮 “OK”， 建 立 加 强 文 架 的 三 角形 侧面 。 
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MN EBETreen options 加 


[FEET J] Value Type: 


[FEET Yalue tratio, or distance): 





图 2-57 ”边缘 线 上 的 两 个 关键 点 图 2-58 ”关键 点 位 置 选项 对 话 框 


A Exztrude Area alonge Normal 


kp2 [YOFFST] Fxtrude hrea alonge Hormal 
HAREh brea to be extruded 


DIST Leneth of extrusion 


FEINC Keypoint 1increment 





kpl 





图 2-59” 文 染 侧 面 的 项 点 图 2-60 ”党 面积 法 线 方 向 拖 动 的 对 话 框 

3) 沿 侧 表 面 的 法 向 拖拉 三 角 面 形成 一 个 三 梭 柱 。 选 择 
Main Menu > Preprocessor > Modeling > Operate > Extrude > Areas 
> Along Normal， 显 示 面 积 元 素 选 择 对 话 框 后 拾取 前 面 创建 的 
三 角形 面 ， 点 击 按钮 “OK”， 如 图 2-60 所 示 。 显 示 图 2-61 
所 示 面 积 沿 法 线 拖 动 对 话 杠 ,输入 DIST =0. 15， 厚 度 的 方 问 
是 指 癌 轴承 筷 中 心 ， 点击 按钮 “OK”。 图 2-61 是 增加 了 加 强 
文 板 后 的 轴承 座 的 二 分 之 一 模型 。 

注意 : 三 角形 面积 的 法 线 方 向 与 拾取 三 个 项 点 的 次 序 有 
天 ， 满 足 右手 法 则 。 

6. 粘 接 所 有 体积 元 率 

选择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Operate > Bool- 
eans > Glue > Volumes， 显 示 体 积 元 素 选 择 对 话 框 ， 点 击 按钮 图 2-61 轴承 座 的 二 分 之 一 模型 
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“Pick Al 。 

7. 沿 坐 标 平面 镜 映 射 生成 整个 模型 

选择 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Reflect > Volumes ， 显 示 体 积 元 素 选 择 对 话 框 ， 
点 击 按钮 “Pick All”。 显 示 如 图 2-62 所 示 的 映射 体积 元 系 对 话 框 ,“Y-Z plane”， 点 击 按钮 
“OK”。 教 育 版 对 几何 元 系 的 数量 有 限制 ， 在 ANSYS ED 8. 0 中 无 法 完成 映射 操作 。 
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nN\ Reflect Yolunmes 


[YSINMM] Reflect Volumes 


Heomp Flane of svmmetry 


i NT plane 


[ HY plane 


EI Feypolint increment | 


HOELEM Items to be reflected Volumes and mech "| 
INOVE Existinge volumes will be Copied "| 


DR | hpplvy | Cancel Helrp | 





图 2-62 ”映射 体积 元 素 对 话 框 
习 感 


1. 受 均 布 载荷 作用 的 超 静 定 染 如 题 图 2-1 所 示 ， 深 的 截面 为 矩形 截面 如 题 图 2-2 所 示 ， 尺 寸 (单位 :m) 
为 : B=0.02, 厂 =0.1。 材料 的 弹性 模 量 为 2.1 x10”MPa， 泊 松 比 为 0.3。 载荷 g=150kg/m。 








dq 
lm lm 
题 图 2-1 超 静 定 深 示意 图 题 图 2-2” 算 形 截面 


完成 超 静 定 梁 的 有 限 元 建 模 与 分 析 ， 回 答 以 下 问题 . 

1) 用 云 纹 图 方式 给 出 超前 定 梁 的 位 移 分 布 。 

2) 按照 绝对 值 计算 ， 最 大 位 移 量 是 多 少 ? 

3) 三 个 文 挟 处 的 支 反 力 分 别 是 多 少 ? 查看 文 反 力 的 方法 参看 2. 3 让 的 相关 内 容 。 

4) 如 霖 超 静 定 梁 采用 与 矩形 截面 的 面积 相当 的 圆 截面 ,按照 绝 对 值 计 算 ， 超 章 定 梁 的 最 大 位 移 量 是 
多 少 ? 

2. 由 等 截面 直 杆 构成 的 平面 定 检 染 如 题 图 2-3 所 示 ， 等 直 杆 的 截面 积 为 25cm ， 弹 性 模 量 为 b=2.1 x 
10 ”MPa， 所 受 的 集中 力 载 茶 为 1.0 x10"N。 建 立 该 析 架 的 有 限 元 模型 ,计算 约束 结 点 的 支 反 力 、 杆 件 受 力 
以 及 受 力 绪 点 的 位 移 。 

3. 矩形 截面 超 静 定 梁 的 受 力 与 约束 情况 如题 图 2-4 所 未 ， 桨 的 答 面 如 题 图 2-5 所 示 , 5 =20mm, 有 hh = 
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NV 
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载荷 :1.0X103N 


题 图 2-3 ”平面 定 检 架 
80mm， 材 料 的 弹性 模 量 为 =2.1 x105MPa， 泊 松 比 为 0.3。 集 中 力 忆 =1000N， 分 布 载荷 v =200NMm。 求 
梁 的 支 反 力 、 最 大 位 移 及 最 大 位 移出 现 的 位 置 。 





P q 
2 0.5m 0.5m 志 lm 起 





题 图 2-4 ” 超 静 定 梁 的 受 力 与 约束 


题 图 2-5 ”M 梁 的 截面 
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本 莉 首 和 完 人 简介 两 类 弹性 力学 平面 问题 ， 包 括 平 衡 方程 、 几 何方 程 和 物理 方程 。 然 后 介绍 
如 何 用 直接 刚度 方法 建立 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 元 方程 式 及 求解 方法 ， 包 括 : 单元 位 移 思 
数 ， 单 元 载 集 移 置 ， 单 元 刚度 矩阵 ， 单 元 刚度 矩阵 的 性 质 与 物理 意义 ， 整 体 分析 ， 约 束 条 件 
的 处 理 ， 整 体 刚度 矩阵 的 特点 与 存储 方法 ， 方 程 组 解法 。 














3.1 弹性 力学 平面 问题 简介 








材料 力学 的 研究 对 象 是 长 度 远 十 大 于 蜗 度 和 宽度 的 构件 ， 如 梁 、 刚 淋 每 ,假定 梁 荣 曲 变 
形 满足 平面 假定 ， 梁 的 弯曲 变形 问题 可 以 简化 为 一 维 问 题 。 用 材料 力学 方法 无 法 分 析 复 杂 形 
状 物体 的 受 力 和 变形 。 

弹性 力学 是 研究 弹性 体 在 约束 和 外 载 集 作用 下 应 力 和 变形 分 布 规律 的 一 门 学科 。 在 弹性 
力学 中 针对 微小 的 单元 体 建立 基本 方程 ， 把 复杂 形状 弹性 体 的 受 力 和 变形 分 析 问 题 归 结 为 偏 
微分 方程 组 的 边 值 问 题 。 研 究 对 象 是 复杂 形状 弹性 体 ， 不 需要 关于 变形 体 状态 的 特殊 假定 。 

弹性 力学 的 基本 假定 如 下 : 

1) 完全 弹性 。 物 体 在 受到 外 载 集 作用 下 产生 变形 ， 当 外 载 集 被 移 去 后 ， 物 体 完全 恢复 
原状 的 性 质 。 

2) 连续 。 物 体 所 占 的 空间 被 介质 充满 ， 不 考虑 材料 缺陷 ,在 物体 内 的 物理 量 是 连 
续 的 。 

3) 均匀 。 在 物体 所 占 的 空间 内 材料 物理 性 能 相同 。 

4) 各 问 同 性 。 材 料 物理 性 能 没有 方向 性 。 

5) 小 变形 。 物 体 所 有 几何 点 的 位 移 远 远 小 于 物体 的 几何 尺寸 。 

如 有 果 满 足 前 四 条 假定 ， 称 为 理想 弹性 。 满 足 第 5 条 假设 ， 则 称 为 线性 弹性 。 


3.1.1 基本 变量 


弹性 力学 中 的 基本 变量 为 体力 、 面 力 、 应 力 、 位 移 、 应 变 。 

体力 是 分 布 在 物体 体积 内 的 力 ， 例 如 重力 和 惯性 力 。 面 力 是 分 布 在 物体 表面 上 的 力 ， 例 
如 接触 压力 、 流 体 压 力 。 

位 移 就 是 位 置 的 移动 。 物 体内 任意 一 点 的 位 移 ， 用 位 移 在 x，y，z 坐标 轴 上 的 投影 w、 
v、w 表示 。 

物体 受到 约束 和 外 力作 用 ， 其 内 部 将 产生 内 力 。 物 体内 某 一 点 的 内 力 就 是 应 力 。 

如 图 3-1 所 示 ， 假想 用 通过 物体 内 任意 一 点 P 的 一 个 截面 mn 将 物理 分 为 1 、 本 两 部 分 。 
将 部 分 卫 撤 开 ， 根 据 内 力 平衡 原则 ， 部 分 荆 将 在 截面 mn 上 作用 一 定 的 内 力 。 在 mn 截面 上 
取 包 含 己 点 的 微小 面积 A4， 作 用 于 A4 面积 上 的 内 力 为 A0。 令 A4 无 限 减 小 而 趋 于 P 点 时 ， 
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Ad 的 极限 5 就 是 物体 在 尸 点 的 应 力 。 





弹性 力学 问题 满足 连续 性 假定 ， 因 此 可 以 计算 极限 。 应 力 5 可 以 按照 不 同 的 方向 分 解 成 
分 量 ， 例 如 按照 坐标 轴 的 方 问 进行 分 解 ， 其 中 最 重要 的 分 解 方式 是 按照 截面 的 外 法 线 方 回 进 
J 了 分解 。 应 力 S 在 其 作用 截面 上 的 法 癌 分 量 称 为 正 应 力 ， 用 o 表示 ; 在 作用 截面 上 的 切 辣 
分 量 称 为 豆 应 力 ， 用 7 表示 。 正 应 力 盘 应力 可 以 与 材料 强度 相关 联 。 

显然 ， 如 东 通 过 已 点 的 帘 面 方 问 不 同 ， 忆 点 在 不 同 帘 面 上 的 应 力 是 不 同 的 。 以 图 3-2 的 
等 截面 百 杆 为 例 ， 根 据 不 同 的 鹤 面 方向 可 以 得 到 不 同 的 应 力 分 量 数 值 。 为 分 析 尸 点 的 应 力 
状态 ， 即 通过 尸 点 的 任意 鹤 面 上 的 应 力 分 量 的 大 小 和 方向, 在 尸 点 附近 取出 一 个 平行 六 面 
体 ， 六 面体 的 各 校 边 平 行 于 坐标 轴 ， 如 图 3-3 所 示 。 将 每 个 面 上 的 应 力 分 解 为 一 个 正 应 力 和 
两 个 剪 应 力 ， 分 别 与 三 个 坐标 轴 和 平行。 用 六 面体 表面 的 应 力 分 量 来 表示 已 点 的 应 力 状态 


a 




















图 3-1 应 力 定义 图 3-2 不 同方 回 稚 面 上 的 应 力 分 量 
筋 应 力 互 等 : To =Tr，Tr =Tay，Te = Ty 
物体 内 任意 一 点 的 应 力 状 态 可 以 用 六 个 独立 的 应 力 分 量 w  、o 、o  、r 、7_ 、7 来 表 
示 ， 如 图 3-3 所 示 。 
et 
一 个 下 标 表 示 应 力 分 量 的 作用 面 的 
Wp ee > 量 的 作 
用 方向 。 例 如 7, ， 第 一 个 下 标 * 表示 剪 应 
力作 用 在 垂直 于 4 es 第 二 个 下 标 y 
表示 甬 应 力 指 问 y 轴 方 向 。 正 应 力 由 于 作 
用 表面 与 作用 方 癌 垂直， 使 用 一 个 下 标 。 
例如 ，o, 表示 的 正 应 力作 用 于 垂 百 于 x 轴 
的 面 上 ， 指 回 x 轴 方 回 。 
应 力 分 量 正 负 符 号 的 约定 如 下 : 图 33 六 面体 上 的 应 力 分 量 
如 条 某 截面 上 的 外 法 线 是 沿 坐 标 轴 的 正方 向 ， 这 个 截面 上 的 应 力 分 量 以 治 坐 标 轴 正 方 回 
为 正 ; 如 采 某 截面 上 的 外 法 线 是 沿 坐 标 轴 的 负 方 品 ， 这 个 截面 上 的 应 力 分 量 以 沿 坐 标 轴 负 方 
问 为 正 。 
如 图 3-3 所 示 ， 立 方 体 项 面 的 外 法 线 方 品 指 问 z 轴 的 正方 向 ， 在 顶 面 上 的 三 个 应 力 分 量 
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也 都 指向 坐标 轴 的 正方 向。 立方 体 底 面 的 外 法 线 方 癌 指 
癌 z 轴 的 负 方 器， 在 压 面 上 的 三 个 应 力 分 量 也 都 指 问 华 
标 轴 的 负 方 回 。 

如 图 3-4 所 示 ， 用 六 个 应 力 分 量 可 以 表示 经 过 P 扩 
的 任意 斜面 上 的 应 力 。 

根据 力 的 平衡 ， 可 以 到 冬 面 上 面 力 沿 三 个 坐标 轴 的 
pA 


= 三 并 
刀 蜂 ， 











和 =LO 二 MT + NT 

Yy=mo, + nr, + IT, 图 3-4 任意 斜面 上 的 应 力 

Ly =n0o,+ LT, + m7,, 
其 中 ，1，m, 了 为 斜面 外 法 线 方 同 的 三 个 方向 余 绝 ， 即 斜面 外 法 线 方 回 与 坐标 轴 正 方向 的 夹 
角 的 余弦 ， 





[=cos(N,X), m=cos(N,X), n=cos(N,Z) 
再 利用 力 的 平衡 关系 可 以 方便 地 求 出 斜面 上 的 正 应 力 ， 
ONvAS = XASL+ YASm +ZvASn 
ov=/0,+ mo, +no., + 2mnT,, + 2nlT,, 十 20172T 
注意 : 在 上 面 公式 中 ， 应 力 分量 之 间 不 存在 平衡 关系 ， 而 是 力 之 间 存 在 平衡 关系 。 应 力 
分 量 习 上 其 作用 的 面积 就 得 到 力 。 
物体 内 一 点 的 应 力 分 量 数值 与 坐标 系 的 方向 相关 ， 但 是 该 点 的 三 个 主 应 力 值 不 变 。 下 观 
地 理解 就 是 应 力 分 量 随 坐 标 系 的 定义 方式 而 变化 ， 但 是 物体 内 某 一 点 的 真实 应 力 状 态 应 该 不 
随 坐 标 系 变化 。 那 么 一 点 的 应 力 大 小 或 应 力 强 度 应 该 如 何 表 示 ? 显然 不 能 用 应 力 分 量 来 表 
示 ， 也 不 能 用 某 个 主 应 力 表示 。 可 以 用 等 效应 力 (Equivalent stress ) 表示 物体 内 某 个 点 的 应 力 
大 小 。 用 应 力 分 量 把 等 效应 力 定 义 为 ， 






































> (or -0) +(0,-0,) +(0,-0,) +67 +67 +67, 
AD )y y 少 y 
用 三 个 主 应 力 分 量 把 等 效应 力 定义 为 ， 
] 7 7 
“5 (al -0) +(0, -03) +(03-01) 
等 效应 力 与 材料 力学 谍 程 中 所 讨论 的 第 四 强度 理 区 
论 是 一 致 的 ， 具 有 相应 的 物理 意义 。 按 照 等 效应 力 的 o 
定义 ， 可 以 用 一 个 相同 的 指标 对 比 图 3-5 所 示 的 不 同 -| 上 上 让 
应 力 状态 。 一 


单 问 拉 伸 应 力 状 态 ，ol >0，o, =o =0，ao, = ao Eo 

单 问 压缩 状态 ，o <0, o| =0,=0, 0,= 一 ar 

纯 剪 切 状 态 ，o; = -7, 0o,=0, 0, =T，aO. =TwW3 
物体 的 形状 改变 可 以 归结 为 长 度 和 角度 的 改变 。 应 变 
可 以 理解 为 相对 变形 ， 无 量 纲 。 如 图 3-6 所 示 ， 线 段 的 单位 长 度 的 伸缩 ， 称 为 正 应 变 , 用 
表示 。 两 个 垂下 线段 之 间 的 直角 的 改变 ， 用 踊 度 表示 ， 称 为 勇 应 变 ， 用 y 表示 。 

与 应 力 定义 类 似 ， 为 定义 物体 内 任意 一 点 PP 的 变形 ， 在 P 点 沿 坐 标 轴 方 向 取 三 个 微小 


图 3-5 不 同 应 力 状 态 的 对 比 
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线段 Ph、PB、PC。 与 应 力 的 定义 类 似 ， 物 体内 任意 一 点 的 变形 ， 可 以 用 六 个 应 变 分 量 表示 ， 


Bs En Ba os Ys Yo 
为 绕 慨 PA 列 证 内 于 ，5。 为 线 眉 BB 的 下 而 交 ，2. 为 线段 PC 的 正 应 变 ，y, 为 线段 PA、 
PB 夹 角 的 改变 ，y,, 为 线段 PB8、PC 夹 角 的 改变 ，y, 为 线段 PC、P4 来 角 的 改变 ， 如 图 3-7 所 示 。 


Le | —>p 
= 
FQ<— —> ly P B 


图 3-6 应变 的 定义 方法 图 37 ”任意 一 点 的 应 变 状态 
3.1.2 平面 应 力 和 平面 应 变 问 题 

弹性 体 在 满足 一 一 定 条 件 时 ， 其 变形 和 应 六 力 的 分 布 规律 可 以 用 在 某 一 平面 内 的 变形 和 应 力 
的 分 布 规律 来 代 奉 ， 这 类 问题 称 为 平面 问题 。 平 面 问 题 分 为 平面 应 力 问 题 和 平面 应 变 问 题 。 

1. 平面 应 力 问题 

设 有 很 溥 的 等 厚 溥 板 ， 只 在 板 边 上 受到 平行 于 


板 面 并 且 不 沿 厚度 变化 的 面 力 ， 体 力也 平行 于 板 面 
日 不 沿 厚 度 变 化 ， 如 图 3-8 所 示 。 
设 板 的 厚度 为 :， 在 板 面 上 . 
(0 /raat =0, (Tsai 0 cp 
由 于 平板 很 薄 ， 而 且 外 力 不 沿 厚 ie 人 


在 整 块 板 上 有 ， 

















0 图 3-8 平面 应 力 问题 示意 

剩 下 平行 于 xy 平面 的 三 个 应 力 分 量 rr, 、a， rw 未知， 这 三 个 应 力 分 量 和 都 是 坐标 x、y 
的 困 数 。 

2. 平面 应 变 问 题 

设 有 很 长 的 柱 形体 ， 支 承 情况 不 沿 长 度 变 化 ， 在 柱 面 上 受到 平行 于 横 截 面 而 且 不 沿 长 度 
变化 的 面 力 ， 体 力也 如 此 分 布 。 埋 在 地 下 的 管道 ， 挡 土 墙 或 水 坝 就 很 接近 平面 应 变 问 题 ， 如 
图 3-9 和 图 3-10 所 示 。 

以 柱 体 的 任 一 槛 截面 为 xy 平面 ， 任 一 垂直 于 横 截面 的 纵 线 为 z 轴 。 假 定 该 柱 体 为 无 限 
长 ， 则 任 一 截面 都 可 以 看 作对 称 面 。 根 据 变 形 的 对 称 性 可 得 ， 

Tv =0， 7,=0, w=0 

由 于 没有 z 方向 的 位 移 ，z 方向 的 应 变 s. =0。 物体 在 z 方 向 处 于 自 平衡 状态 ， 应 力 分 
量 o_ 不 为 去 ， 但 可 以 不 考虑 。 

未 知 量 为 平行 于 xy 平面 的 三 个 应 力 分 量 o,、o,、7,,， 这 三 个 应 力 分 量 都 是 坐标 x、 
的 困 数 。 
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图 3-9 平面 应 变 问 题 示意 图 3-10 挡 水 坝 

对 弹性 力学 平面 问题 的 特点 总 结 如 下 : 

1) 可 以 把 弹性 体 中 的 某 个 平面 定义 为 妙 平面 。 弹 性 体内 所 有 应 力 和 应 变 分 量 都 只 是 坐 
标 x、y 的 函数 与 坐标 z 无 关 。 只 需要 了 解 弹 性 体 在 该 平面 内 的 变形 和 受 力 特征 ， 就 可 以 了 
解 整个 弹性 体 的 变形 和 受 力 特征 。 

2) 所 有 外 力 和 约束 均 平 行 于 条 平面 ， 只 存在 面 内 位 移 ， 没 有 z 方 癌 的 位 移 。 即 只 存在 
面 内 的 位 移 ， 没 有 面 外 的 位 移 。 以 很 薄 的 平板 为 例 ， 如 末 受 到 对 下 与 板 面 的 作用 力 ， 平 板 会 
产生 垂直 于 板 面 的 位 移 ， 如 不 构成 平面 问题 。 

3) 平面 应 力 问 题 在 z 方 癌 的 太 二 很 小 ,z 方 问 应 要 不 为 零 ，z 方 问 应 力 为 零 。 

4) 平面 应 变 问 题 在 z 方 辐 的 尺寸 很 大 ，z 方 癌 应 变 为 零 ; z 方 问 应 力 不 为 零 ， 存 在 目 平 
衡 的 正 应 力 。 


3.1.3 平衡 方程 


如 图 3-11 所 示 ， 在 物体 中 取出 一 个 微小 单元 体 建立 平衡 ， zw 
方程 单元 体 的 边 与 坐标 轴 平 行 ，x 方向 长 度 dx，y 方向 长 


度 dy，z 方 回 为 单位 长 度 。 二 
IT， 
x 
































在 x 方 加 保持 平衡 ， 





O O Tay T Ty + 一 一 dx 
0 + ed dyxl-odyxl+|7,+ ee dx x 和 
”0x ” 0y 
1 -7 dxxl+Xdxdy x1 =0 图 3-11 单元 体面 上 的 应 力 分 量 
YX 





在 y 方 回 保 持平 衡 ， 


0 0 
十 Ge xl-o,dxxlt+ 区 十 eh xl1-7Tvdyxl+ydxdyxl=0 











OX 
对 于 弹性 力学 平面 问题 ， 在 弹性 体内 的 任意 一 点 有 
00, 97, 
a 
(3-1) 
00, oT7 
-十 一 一 + 了 =0 
Oy OX 





式 中 , 和 和 了 分 别 为 单元 体 的 体力 在 x 和 y 坐标 方向 的 分 量 。 
平衡 方程 代表 了 力 的 平衡 ， 建 立 了 应 力 分 量 和 体力 分 量 之 间 的 关系 ， 即 建立 了 外 力 与 内 
力 之 加 的 关系 。 
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3.1.4 几何 方程 


物体 中 某 一 点 的 位 移 可 以 直接 度量 ， 物 
体 的 变形 可 以 用 位 移 来 表示 ， 几 何方 程 表示 
位 移 和 变形 之 间 的 关系 。 对 于 平面 问题 ， 在 
物体 内 的 任意 一 点 已 有 通过 该 点 的 两 个 相互 
垂直 的 微小 线段 PA 和 PPB，P4 平行 于 XX 轴 ， 
PB 平行 于 Y 轴 ,根据 图 3-12 所 给 出 的 位 移 

















0v 
np \、) 和 、 ES s 2 十 一 一 dx 
形式 可 以 得 到 位 移 和 应 变 分 量 的 关系 。 四 
L 十 ds —1 
x u 
人 by 
ea dx OX (3-2a) 
0 十 dy = 
y 7 
一 326 
dy Oy ( ) 
在 小 变形 的 情况 下 ， 
ee Se 
Qa 二 tana = a 本 B=tanb = oy = 
dx ox? dy 0y 
Ou 09v 
Vo 00 (3-2c) 


由 位 移 分 量 w=0、v=0 可 以 得 到 应 变 分 量 为 零 ， 反 过 来 ， 应 变 分 量 为 零 则 位 移 分 量 不 
为 堆 。 应 变 分 量 为 零 时 的 位 移 称 为 刚体 位 移 。 刚 体位 移 代 表 了 物体 在 平面 内 的 移动 和 转动 。 





u=fi(y), v=f, (x) 


将 FF 代入 蜡 + 了 -0 可 得 ，- 归 全 - 咏 人 _。 








Oy Ox dy dx 
积分 后 得 到 ， 
万 (y) =uo 一 Ooy 
p(x) =v + ox 
得 到 位 移 分 量 ， 


& = Uo — WY 
2 三 20 + WX 
当 四 关 0, v6 =0,，w =0 时 ， 物 体内 任意 一 点 都 沿 x 方 癌 移动 相同 的 距离 ， 可 见 w 代表 
物体 在 x 方向 上 的 刚体 平移 。 
当 由 =0, 四 天 0, wm@=0 时 ， 物 体内 任意 一 点 都 沿 y 方 回 移 动 相同 的 距离 ， 可 见 w 代表 
物体 在 y 方向 上 的 刚体 平移 。 
当 w=0, w=0,，w 寺 0 时 ， 可 以 假定 wo >0， 如 图 3-13 所 示 ， 此 时 的 物体 内 任意 一 点 P 


(x,y) 的 位 移 分 量 ， U= — WY, v= Xo 
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合成 位 移 为 ，Vw +v =@ Vx +y = wr， 
式 中 , r+ 是 P 点 到 z 轴 的 距离 。 

设 合成 位 移 与 y 轴 的 夹 角 为 a， 径 问 线 PO 与 x 
轴 的 夹 角 为 0， 


合成 位 移 的 方向 与 径 向 线 PO 垂直 ， 大 小 与 PO 
的 距离 成 正比 ， 可 见 w 代表 物体 绕 z 轴 的 刚体 
O 
转动 。 
3.1.5 物理 方程 


弹性 力学 平面 问题 的 物理 方程 由 广义 明 克 定律 得 到 。 
1) 平面 应 力 问 题 的 物理 方程 





图 3-13 刚体 位 移 的 物理 意义 


] 
= = (0 一 NO ，) 
] 
ey= (0, -KOI ) (3-3 ) 
2(1 + 从) 
xy 一 Fk “条 





平面 应 力 问 题 有 ， 


2) 平面 应 变 问 题 的 物理 方程 








LS -+o, -10 (3-4) 
a = 
平面 应 变 问 题 有 ， 
5£,=0, 0,=M(0,+0,) 
在 平面 应 力 问题 的 物理 方程 中 ， 将 5 将 换 为 - A 4 蔡 换 为 j 世 -， 可 以 得 到 平面 应 变 
问题 的 物理 方程 ; 在 平面 应 变 问 题 的 物理 方程 中 ， 将 五 和 蔡 换 为 
EL1+24) 、w 替换 为 - 公 _， 可 以 得 到 平面 应 力 问题 的 物理 方程 。 。 
(1 二 人 ) + 人 
求解 弹性 力学 平面 问题 ， 可 以 归结 为 在 任意 形状 的 平面 区 域 
人 2 内 已 知 控制 方程 、 在 位 移 边 界 S, 上 约束 已 知 、 在 应 力 边界 5S， 
上 受 力 条 件 已 知 的 边 值 问题 ， 如 图 3-14 所 示 。 然 后 以 应 力 分 量 为 六 
基本 未 知 量 求解 ， 或 以 位 移 作 为 基本 未 知 量 求解 。 图 3-14 ”弹性 力学 平面 
如 果 以 位 移 作 为 未 知 量 求解 ， 求 出 位 移 后 ， 由 几何 方程 可 以 问题 示意 








5S8 . 有 限 元 分 析 基 础 与 应 用 教程 


计算 出 应 变 分 量 ， 得 到 物体 的 变形 情况 ; 再 由 物理 方程 计算 出 应 力 分量 ， 得 到 物体 的 内 力 分 
布 ， 就 完成 了 对 弹性 力学 平面 问题 的 分 析 。 





3.2 单元 位 移 琐 数 








根据 有 单 限 元 法 的 基本 思路 ， 对 于 连续 体 ， 先 进行 必要 的 简化 ， 再 划分 为 有 限 个 单元 组 
成 的 离散 体 。 单 元 之 间 通 过 单元 结 点 相连 接 。 由 单元 、 绪 点 、 结 点 连 线 构成 的 集合 称 为 网 
格 。 通 常 把 平面 问题 划分 成 三 角形 (Triangular ) 或 四 边 形 (Quadrilateral ) 单元 的 网 格 ， 把 三 维 
实体 划分 成 四 面体 (Tetrahedron ) 或 六 面体 (Hexahedron ) 单元 的 网 格 。 

窜 方 所 的 长 方形 钢 制 等 厚度 薄板 ， 受 到 均 布 轴 辣 拉力 9 的 作用 ， 薄 板 的 厚度 为 4， 拉 力 
党 厚度 方 癌 均匀 分 布 。 如 图 3-15 所 示 ， 可 以 用 三 角形 单元 或 四 边 形 单元 划分 成 网 格 。 
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图 3-15 ”弹性 力学 平面 问题 的 网 格 划 分 
根据 对 弹性 力学 平面 问题 的 分 析 ， 如 果 求 解 出 弹性 体内 的 位 移 分 布 ， 那 么 就 可 以 求解 出 
弹性 体 的 变形 与 内 力 分 布 。 整 个 弹性 体内 实际 的 位 移 分 布 可 以 用 各 单元 内 的 位 移 分布 函 数 来 
分 块 近似 地 表示 。 可 以 假定 一 个 函数 来 表示 蛙 元 内 的 位 移 分 布 ， 这 个 孔 数 称 为 持 元 位 移 耶 
数 、 或 单元 位 移 模 式 。 
对 于 弹性 力学 平面 问题 ， 单 元 位 移 函 数 可 以 用 完备 的 多 项 式 表 未 


2 2 
= + 人 Oyo tO toy FP 











v=b, +b,x +by +hbx +bsxy 二 Do + (3-5) 
多 项 式 中 包含 的 项 数 越 多 ， 就 越 接 近 实 际 的 位 移 分 布 ， 越 精确 。 多 项 式 具 体 取 多 少 项 ， 

由 单元 形式 来 确定 。 即 以 结 点 位 移 来 确定 位 移 函 数 中 的 待定 系数 。 
如 图 3-16 所 示 的 三 结 点 三 角形 单元 ， 结 点 人 几 太 的 坐标 分 别 为 (wy ) (xy )、 





(xx ,7y ) ， 结 点 位 移 分 别 为 (u,v,)、 E Ee 


J 





0;) 、(zwsv0)。 六 个 结 点 位 移 只 能 确定 六 个 


多 项 式 的 系数 ， 所 以 三 结 点 三 角形 单元 的 位 


移 旺 数 如 下 ， 
& 三 QI 十 Q2X 十 CQ3Y x 


0356) ， 


(%; ,);) 





DV 一 0 十 CQ5X 十 C67Y 
将 三 个 结 点 上 的 坐标 和 位 移 分 量 代 入 式 
(3-6) 就 可 以 将 六 个 待定 系数 用 结 点 坐标 和 
位 移 分 量 表示 出 来 。 将 水 平 位 移 分 量 和 结 点 
坐标 代入 式 (3-6) 中 的 第 一 式 ， 图 3-16 三 结 点 三 角形 单元 





M 
(wn Re) 


(xi yi ) 
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WU; =Q1 + NX + Oay, 
U 三 QI 十 Q2Xi + Qa3); 


U = Qi 十 Q2X， 十 Ca3yY 


写成 矩阵 形式 ， 
wu) (1 x y, /a, 
w |=|1 % ya, (a 
uw) ll x y, a, 
l x 和 
~ 
1] X yy, 
CI1 Li 
则 有 ， EM (3-8) 
(3 UW 





式 中 ,T= 二 1， | -24, 4 为 三 角形 单元 的 面积 。 


T 的 伴随 和 矩阵 为 ， 
Xm Xm)Y; Yi Ym Xm Xi 
T* =| xi 一 MY YY -YY X,—X, (3-9) 
XIE JY WN 
,0 =Xyn ny bi=y— Yn, Ci =Xn 一 入 
将 下 标 按照 结 点 的 逆 时 针 排 列 顺序 i- >j- > m- >i 轮换 得 到 ， 
Qi = X,Y; 一 %iymn， 0， = 


Ud NV) iy b,, =Y; -Jy Cn Nr 


1 a;, a, 
得 到 ， 7 elm Db 6|Slb 0 (3-10) 
a, b, Cc, 6 6 Ch 
Qi a; a;, a, f 
由 式 (3-8) 得 到 ， m= by bly (3-11) 
a3 Cy © Cn /is 
同样 ， 将 垂下 位 移 分 量 与 结 点 坐标 代入 式 (3-6) 中 的 第 二 式 ， 可 得 ， 
as a; a;, a \fY; 
1 
a;s -7 b. 0， 0 Vy; (3-12) 
0Q4 ci CC Cn /vs 


将 式 (3-11)、 式 (3-12) 代 回 式 (3-6) 整 理 后 可 得 ， 


u = (ai +bx +oy) ut (a tox toy)u +t (Ca, 二 DY 二 CnY)L 


1 
5 
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24 


1 国有 
今 ， 人 = + Ob.x + cy) (下 标 按 照 LJ ,mM 轮换 ) 


7 [ (a; +Ox tey)v; t+ (a +OxX+ey) V+ (a + Ox +c,y),) 


以 
9; 
站 i) (N, 0 N 0 N, 0) 
OS "=[ N, 0 N 0 网 0 
以 mn 
0 
单元 内 的 位 移 记 为 f= 四 
U; 
5 | 
单元 的 结 点 位 移 记 为 8°=16 | -| ， 
5 1 
Un 
Vn 
单元 内 的 位 移 函 数 可 以 简写 成 ， 
三 = NO- (3-14 ) 


把 NN 称 为 形态 矩阵 ，N, 称 为 形态 函数 。 

虽然 单元 位 移 哨 数 是 由 我 们 设 定 的 ,但 是 选择 单元 位 移 函 数 应 满足 以 下 条 件 : 

1) 反映 单元 的 刚体 位 移 与 常量 应 变 ， 称 为 完备 性 条 件 。 

2) 相 邻 单元 在 公共 边界 上 的 位 移 连 续 ， 单 元 之 间 不 能 重 毒 ， 也 不 能 脱离 。 即 位 移 郴 数 
在 单元 之 间 连 续 ， 称 为 协调 性 条 件 。 

单元 位 移 孔 数 满足 以 上 两 个 条 件 ， 就 满足 收 钱 性 要 求 。 由 式 (3-6) 可 以 将 单元 位 移 表 未 
成 以 下 的 形式 ， 


























v=as+acy 十 YX 十 一 一 
2 2 





可 见 单元 位 移 函 数 包 含 了 刚体 位 移 和 篆 应 变 。 

单元 位 移 冰 数 是 线性 插值 郴 数 ， 因 此 单元 边界 上 各 点 的 位 移 可 以 由 两 个 结 点 的 位 移 完 全 
确定 。 两 个 单元 的 边界 共用 两 个 结 点 ， 所 以 边界 上 的 位 移 连 续 。 

形态 困 数 N 具有 以 下 性 质 : 

1) 在 单元 结 点 上 形态 函数 的 值 为 1 或 为 0。 

2) 在 单元 中 的 任意 一 点 上 ， 三 个 形态 函数 之 和 等 于 1。 

用 行列 式 | 中 来 计算 三 角形 面积 时 ， 要 注意 单元 结 点 的 排列 顺序 ， 当 三 个 绪 点 六 j, m 
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取道 时 针 顺 序 时 ， 4= 林 17| >0; 当 三 个 结 点 ij,m 取 顺 时 针 顺 序 时 ， 4A=|7| <0。 
三 角形 单元 的 形态 函数 N, 具有 明确 的 几何 意义 ， 如 图 3-17 所 示 。 
N, = 了 (oa +bx+c,y) 


Li 二 直人 二 Nny)i, 0 A Ci 一 Yn 一 Vi 




















1 区 7 
] 
| 
N. 24 < 4 
| ww 洒 
1] x Yy 
P 点 的 坐标 为 (x,y) ， 则 和 矩阵 11 %， yy; 为 三 角形 PJJ 面积 的 两 倍 ， 因 此 形态 孙 数 入 
LL 
Sy ee | _ Dap _ apy 
9 N. 为 三 角形 面积 之 比 。 同样 ， N; = 9 NN 
S AMI SA1m SArm 
例 3-1， 等 腰 三 角形 单元 如 图 3-18 所 示 ， 求 其 形态 矩阵 [ N]。 
J 
(0, a) 
J 


» 
M Xx 
x J m (0, 0) i(a, 0) 


图 3-17 三 角形 单元 形态 子 数 几何 意义 图 3-18 三 角形 单元 
解 . 由 ai; =Xiy。 一 2 Ws b. =》 — Yn, Ci=Xn 一 和 

在 公式 中 轮换 下 标 可 以 计算 得 

a; =Xiyn -xn =0 Xx0 -0 xa=0, b;=y;-),=a-0=a, 

Ce -WU=0; 

0 =X Xiy, =0 XO0 ~ax0=0, b=y, -7Y;=0-0=0, 





C=%; — NX, =a4 -0=a; 
_ _ a 
an =Xiy; — XY: =a Xa-0x0=a, 


b= -y;=0 -a= -0Q, Cn =%)—%; ~0-a= -4a 
2 

三 角形 积 为 4 = 

形态 晒 数 为 ， 


] Xx 
N, = (0 +bx+c,y) = (0 +ax+0) 


7 
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] 1 
Nj =37( 0 + bx 下 四 小 ) +0 +ay) 


二 有 
0 ax -ay) =1 


根据 形态 函数 的 几何 意义 ， 可 以 下 接 得 到 上 面 的 结 








形态 矩阵 为 ， 
EA 0 
a a a a 
N= 
0 二 0 之 0 NE 
a a a a 
三 角形 面积 的 计算 公式 可 得 ， 
1 x yy; 1 w 0 
1 _ 1 
| 划 六 1 0 0 
如 果 把 三 个 结 点 按 顺 时 和 针 方 同 排 列 ， 即 i(a,0)，, j(0,0), m(0,a) 
l x 1 a 0 
A = 1 Ni ds = ] 0 0|= lg 
] x yy, 1 0 ua 


例 3-2: 三 结 点 三 角形 单元 如 图 3-19 所 示 。 结 点 位 移 如 > 
下 : wu, = 0.1a, v, = 0.05a4, u; = 0.15a, v, = 0.1a, u, = 
0.054a, v=0。 单 元 内 一 点 PP 的 坐标 为 (0.25a,0.5a), 求 P 
: 由 单元 位 移 涵 数 , f(P) =N(P)6" 
u(P)=N(P)u, +N(P)u +N,(P)u, 
三 2 x0. lu + x0.1Sa+ m (0, 0) i (a, 0) 








P (0.25a, 0.5a) 














他 


| .20 wa 05a 图 3-19 三 角形 单元 中 一 点 的 位 移 
化 
=0. 025a +0. 073au +0. 0123au =0. 1123w 
v(p) =N,(p)v; +N,(p)v; +N CD)Dn 


ES in [a 





=0.0129wu +0. 05a =0. 0029u 
单元 的 位 移 模式 是 否 满足 收敛 性 要 求 ， 可 以 通过 一 种 称 为 小 中 
块 检 验 的 方法 来 检验 。 分 片 检 验 由 B . M . Irons 首先 提出 ， 已 经 
证 明 分 片 检验 给 出 了 收敛 性 的 充分 条 件 。 基 本 方法 如 下 : 取 几 个 
0 的 一 个 小 块 弹性 体 ， 单 元 的 划分 方式 要 确保 至 少 使 一 个 
结 点 完全 被 单元 包围 ， 即 内 部 结 点 。 可 以 改变 内 部 结 点 的 位 置 ， A、\ 
使 单元 具有 任意 形状 ， 如 图 3-20 所 示 。 把 与 常 应 变 状态 协调 的 位 
移 或 外 力 施加 到 边界 结 点 上 ， 内 部 结 点 不 受 外 力作 用 ， 也 没有 位 ”图 3-20 “小 块 检验 示意 图 
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移 约束 。 如 来 计 算出 的 单元 位 移 、 应 力 和 应 变 ， 与 给 定 的 第 应 变 状态 一 怪 ， 则 称 该 位 移 桂 式 
通过 了 小 块 检验 ， 满 足 收敛 性 。 


3.3 单元 载 集 移 置 


有 限 元 法 的 求解 对 象 是 单元 的 组 合体 ， 因 此 作用 在 弹性 体 上 的 所 有 外 力 都 需要 移 置 到 相 
应 的 结 点 上 成 为 结 点 载 千 。 载 傈 移 置 要 满足 静 力 等 效 原 则 。 表 力 等 效 是 指 原 载 千 与 移 置 后 的 
载 何 在 任意 虚 位 移 上 做 的 虚 功 相 年 。 

单元 的 虚 位 移 可 以 用 绪 氮 的 虚 位 移 5“ 表示 为 ， 











f° =N6”° (3-15) 

A, 
Y. 
\ A 
令 结 点 载体 为 及 = 
] 
入, 

2 


(1) 集中 力 的 移 置 ”如 图 3-21 所 示 ， 在 单元 内 任意 
sf 


由 虚 功 相等 可 得 ,，(6**)'R*=(6")'N'p 人 | 
(6 ”) [R-NPp]=0 x 
由 于 虚 位 移 是 任意 的 ， 则 
R*=Np (3-16) 
例 3-3: 在 均 质 、 等 厚 的 三 角形 单元 NM 的 任意 一 点 P(xp,yp) 上 作用 有 集中 载 何 。 把 集 
中 载荷 移 置 到 三 个 单元 结 点 上 。 


图 3-21 集中 载 稿 作用 的 单元 














X,\) /N, 0 

了 0 WN, 

X| IN 0 已 
六 0 NWN, Pp, 
X | IN, 0 

y, 0 NJ,,, 








(2) 体力 的 移 置 ” 令 单元 所 受 的 均匀 分 布 体力 为 p = 四 


) 


由 虚 功 相等 可 得 ，(6”)"R* = ‖ (6"…)"N'pidxdy 


结 点 虚 位 移 不 随 坐 标 变化 ，(6**)"R* = (6”*)" | N'pidxdy 
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(56”) 忆 一 wa =0 





由 于 虚 位 移 是 任意 的 ， 则 
= | N ptdxdy 
面积 坐标 在 三 角形 单元 上 的 全 积分 公式 如 下 


al bl cl 
Diary = pA 


Co 


(3) 分 布 面 力 的 移 置 、 设 在 单元 的 边 上 分 布 有 面 力 p = [X,Y]"， 同 样 可 以 得 到 结 点 


载 何 ， 
(5… “= | (6 °)T Nipids 


结 点 虚 位 移 不 随 坐 标 变 化 ，(6*)"R* = (6*)" |N'pids 


a7)" ge wie -0 





由 于 虚 位 移 是 任意 的 ， 则 
= | N'ptds 





(3-18) 


例 3-4: 设 有 均 质 、 等 厚 的 三 角形 单元 JM， 受 到 沿 y 方 同 的 重力 载 傈 g, 的 作用 。 求 均 








布 体 力 移 置 到 各 结 点 的 载 位 。 


X， N, 0 
y, 0 NWN. 
X. N, 0 0 
"|= | " | a 
1 0 NN | \g, 
XX N, 0 
了 0 NN, 


A A Ms y= | Nagidrdy = qt | Nidxdy 
wardy = Ca + bi tey) drdy 


= [A tbA, +c47y | 


-4 元 (@ +D0X +c,y.) 


= 二 4 


1 二 1 1 
,和 3 ,At; 同 理 ， Y = 3 9At, 人 = 3 494 


例 3-$: 在 均 质 、 等 厚 的 三 角形 单元 1M 的 厢 边 上 作用 有 沿 xx 方向 按 三 





角形 分 布 的 载 
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何 ， 求 将 分 布 载 千 移 置 到 各 绪 点 后 的 结 点 载 傈 ， 如 图 3-22 ， 
所 未 。 





忒 N 0 

y. 0 NWN. 

X. N. 0 

yy | ,0 Nllo 

A Am 0 图 3-22 分布 面 力 的 移 载 
y, 0 NWN, 


取 局 部 坐标 s, 在 T 点 s=0, 在 J 点 s=L, 工 为 1 边 的 长 度 。P 为 上 的 一 点 ， 以 局 部 
坐标 表示 P 点 的 插值 函数 为 


载荷 为 0. = 说 








Ss Ss sr | 
| Cr pe 
: S s I+ 1 
[Re de 
3.4 单元 刚度 矩阵 
根据 单元 的 位 移 晒 数 ， 
U; 
2 
wu| 00 
1) 0 AN 0 AN 0 AN， U 
Ui 
Vi, 
由 几何 方程 可 以 得 到 单元 的 应 变 表达 式 ， 
U; 
ou 
un 
% b, 0 bb 0 bb, ON 
Ov ] a 
= -一 = 一 -| 0 0 0 
S57) a [124 “5 Mw 0 
du ow ci b; ¢ 0 cn bn 
Oy Ox 
1 


记 为 =B6*,，B 矩阵 称 为 几何 矩阵 。 
B 窍 阵 可 以 表示 为 分 块 矩 阵 的 形式 B=[(B, B，B,)] 
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bp, 0 
B, = 0 ec (3-20) 
C; 
由 物理 方程 ， 可 以 得 到 单元 的 应 力 表 达 式 ， 
o =Dez = DB6* (3-21) 
D 称 为 弹性 和 矩阵， 对 于 平面 应 力 问题 ， 








] 从 0 
EE wm 1 0 
(1 -1 ) 1 - 
0 0 二 
定义 5 =DB 为 应 力矩 阵 。 
将 应 力矩 阵 分 块 表示 为 ， 
S=(S, S, 5,) 
b Kc; 
S -DB -| 册 (3-22 ) 
24(1-A2)| 1 1 
2 2 


应 用 虚 功 原理 可 以 建立 单元 结 点 位 移 与 结 点 力 的 关系 矩阵 ， 即 单元 刚度 矩阵 。 

虚 功 原理 : 在 外 力作 用 下 处 于 平衡 状态 的 弹性 体 ， 如 果 发 生 了 虚 位 移 ， 则 所 有 外 力 在 虚 
位 移 上 做 的 虚 功 等 于 内 应 力 在 虚 应 变 上 做 的 虚 功 。 

单元 的 结 点 力 记 为 FF=(U VU 六 U,V) 

单元 的 虚 应 变 为 e”= B6““ 

单元 的 外 力 虚 功 为 (6**)?F* 


单元 的 内 力 虚 功 为 |e* ?owdxdy 
由 虚 功 原理 可 得 














(567 = | sordrd (3-23) 
ee” =(B6°) =(6°°)B 
IC=490 =DBO 
(6°°) 天 = (8°°)" (BDBraxray )o’ 


r= ( | B DBidxdy 5 (3-24) 


定义 K* = | B"DBidxdy 为 单元 刚度 和 矩阵 。 


在 三 结 点 等 厚 三 角形 单元 中 B 和 DD 的 分 量 均 为 常量 ， 则 单元 刚度 和 矩阵 可 以 表示 为 
K° =B' DBiA (3-25) 














单元 刚度 惩 阵 表示 为 分 块 算 阵 : 
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Kk, Kk. kK.,, 
K = kK kj K,, 
kK, kK, kK, 
其 中 的 一 个 分 块 为 ， 
K, =B, DB.tA (3-26) 
kK, ,. Kk, 
kK, = 
kK, kK, 
对 于 平面 应 力 问题 ， 
0，0 
b 0 ec L 
RR EE nl ?9 llo ch 
“24l0 6 0, J -a) 1 -p124 
0 0 7 c, 六 
(3-27 ) 
1 一 从 
bb 二 上 bc.+ ch 
Fr rr Ss 六 及 KH Fa 2 Tr 3 
- 2 
i CO + Fp ee PE 
2 2 
例 3-6: 如 图 3-23 所 示 ， 属 于 平面 应 力 问 题 的 弹性 体 被 | 
划分 成 3 个 单元 、5 个 结 点 。 单 元 结 点 的 局 部 编号 顺序 为 el 上 
(1,2,3); e2(2,4,5); e3(2,5,3)。 求 单元 1 的 单元 刚度 
和 矩阵 。 
对 于 单元 1 ， 2 e 
a; =XYn Mo =0 Xa -axa= 0 Qi = X,Y; — XYyn = 0 X 
Fa -0 xa=2a’ a | 
an =Xiy — XY;: =0 xa -0 x2a=0 1 | i 
b,=Yy; -yw =a -a=0, b=), -YY;=a -2a = 一 Q， -< 本 


b,,=);-Y;=24 -a=a 
A YIZ 到] 且 
C; 二 X%， —%X; a—0 =a,， Ci =X, 一 X， 0—a= 一 人 一 和 WN =0 图 3-23 简单 的 平面 应 力 问 题 












































] 一 从 ] 一 内 
0.0. 十 C.C. bc. 十 c.b. 1 = 
< Fr 下 2 2 KH LZ 2 2 Fr 0 
二 至 2 十 2 
TE HCL 全 -Fbpe ce 本 -Fp ob, a 0 1 
L L 2 L L L L 2 L L 
] 一 从 ] 一 从 
b.b.+ ce, Mb.c;+ cb. ] 一 从 ] 一 从 
这 Fir i J 2 i J/ i J 2 i J Fr -7 -7 
7 4(1 -mu )A 1 - 1 - 2(1 -pw 
( / ) Mcib; 十 了 0 CiCi + bb ( 多 ) 一 从 一 1 
bb_ + = bc 十 三 ] — 
Fr 1 _m 2 Lr-_m KH 1 _m 2 rm Fr 0 人 
im ~ 2 2 
i 3 本 < 0 
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用 5 plc + ob kt 握 - 一 
” 4(1 -ww)4 pb + ore oc + bb, 2 -1 
Ek 二 和 、 Poon + 3 ob 
” 4(1 -1m )4 b+ 0 cic 十 一 一 全 
Ft Et 0 Ft 3 这 
2(1 -pe) p+ 1 + 201 -£0) 3 -到 








] -nu ] 一 从 内- 一 1 
bb,, + 7 CC Mbjc,, + 7 ci0n 本 1 7 





1 -nh 2(1 -p27) 从 -1 
im 3 Dicn 和 7 bb,, 








bt 
2 
C Be 0 co < 


m LL 2 m 1 mm 1L 








ee ee 





] -HK 
有 本 De 0 

Fr mL 2 mL mL 2 mL KK 
2 












































Ft 2 7 
” 4(1-1)4 1-4 1 -ku 
Mc,,b; + 7 bic, cc+ bb. 
0 
ht 1 E 
pe 
2 
bb; + 六 ce Mb,c; + Fe, b, 
” 4(1 -1)4 1 -4 -nh 
nb; + 7 bts Ces 7 bb; 
= _ 
bt | 1 
(1 -1 ) 3 5 
] 一 从 ] -nu 
本 bb, + 7 CnCn ub,c, + 7 CO 
mm 一 2 
SL bac, cncn + Eb,b, 
1 0 
bt 
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] 一 内 0 -1 人 -1 0 ] 一 从 
2 

















之 2 2 
0 下 一 内 —1 从 0 
内 一 1 3 -AL 1T + 内- 一 1 
人 a 一 1] 
2 0 2 
2(1 -1 )In-l 1 1+p 3-h a wl 
a 2 2 2 
0 从 —1 一 内 ] 0 
] 一 内 -1 人 -1 ] 一 从 
2 2 2 , 2 


3.5 单元 刚度 矩阵 的 性 质 与 物理 意义 


1. 单元 刚度 矩阵 的 物理 意义 
假设 单元 的 结 点 位 移 如 下 : 6* =[1 0 0 0 0 0 
由 F* = K*6"， 得 到 结 点 力 如 下 : 


A, K,. ,LX 
Y. K, ,1X 
A 人 ， ,LX 
- (3-28) 
如 人 ， 
从， A ,LX 
了， KR ,LX 








式 中 ， 元 素 K,, ,表示 i 结 点 在 水 平方 回 产 生 单 位 位 移 时 ， 在 结 点 i 的 水 平方 回 上 需要 施加 的 
结 点 力 ; K;, ;表示 i 结 点 在 水 平方 向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 i 的 垂直 方向 上 需要 施加 的 结 
点 力 。 

选择 不 同 的 单元 结 点 位 移 ， 可 以 得 到 单元 刚度 矩阵 中 每 个 元 杂 的 物理 含义 : 

K,, ,表示 s 结 点 在 水 平方 向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 r 的 水 平方 向 上 需要 施加 的 结 
点 力 。 

K, ,表示 * 结 点 在 水 平方 向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 r 的 垂直 方向 上 需要 施加 的 结 
点 力 。 

K,, ,表示 ， 结 点 在 垂直 方向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 7 的 水 平方 向 上 需要 施加 的 结 
点 力 。 

K, ,表示 * 结 点 在 垂直 方向 产生 单位 位 移 时 ， 在 结 点 r 的 垂直 方向 上 需要 施加 的 结 
点 力 。 

因此 ， 单 元 刚 度 和 矩阵 中 每 个 元 素 都 可 以 理解 为 刚度 系数 ， 即 在 结 点 产生 单位 位 移 时 需要 
施加 的 力 。 

2. 单元 刚度 矩阵 的 性 质 

单元 刚度 矩阵 具有 以 下 三 个 性 质 . 

1) 对 称 性 。 
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2) 奇异 性 。 
3) 对 角 线 上 的 主 元 恒 正 。 
单元 刚度 矩阵 对 称 即 ，(K*) = K*。 利 用 分 块 和 矩阵 的 性 质证 明 如 下 : 
K, =B, DB ,有 = 万 DB 
K, =(B. DB ) =B, DB.=B, DB =K. 
即 kK* = CR 
刚度 和 矩阵 奇异 ， 即 单元 刚度 矩阵 的 行列 式 为 零 ，| K|* =0。 
假定 单元 产生 了 > 方向 的 刚体 移动 , 6" = (1 0 1 0 1 0)7， 此 时 对 应 的 单元 结 点 
力 为 零 。 











0 ] 

0 0 

0 ] 
一 天- 

0 0 

0 ] 

0 0 





可 以 得 到 ， 在 单元 刚度 矩阵 中 1，3，5 列 中 对 应 行 的 系数 相 加 为 去， 由 行列 式 的 性 质 可 
知 ，|K|* =0。 同样 如 果 假 定单 元 产生 了 yy 方向 上 的 刚体 位 移 6*=[0 1 0 1 0 1 
可 以 得 到 ， 在 单元 刚度 和 矩阵 中 2，4，6 列 中 对 应 行 的 系数 相 加 为 零 。 

如 条 单 元 产生 了 变形 ， 该 单元 的 内 能 一 定 为 正 值 。 根 据 这 个 物理 意义 ， 可 以 证 明 对 角 线 
上 的 主 元 必须 为 正 值 。 具 体 的 证 明 方 法 留 给 读者 完成 。 














3.6 整体 分 析 


得 到 了 单元 刚度 矩阵 后 ， 要 将 单元 组 成 一 个 整体 结构 ， 根 据 结 点 载 傈 平衡 的 原则 进行 分 
析 ， 即 整体 分 析 。 在 这 里 把 结 点 位 移 作 为 基本 未 知 量 求解 ， 整 体 分 析 包 括 以 下 四 个 步骤 : 

1) 建立 整体 刚度 矩阵 。 

2) 根据 文 承 条 件 修改 整体 刚度 和 矩阵。 

3) 解 方程 组 ， 求 出 结 点 的 位 移 。 1 


小 
4) 根据 结 点 位移 ， 求 出 单元 的 应 变 和 应 力 。 
如 何 得 到 整体 刚度 矩阵 ? 基本 方法 是 刚度 集成 法 ， 


由 单元 刚度 矩阵 中 的 元 素 累 加 得 到 整体 刚度 矩阵 中 的 元 ? 
系 ， 即 整体 刚度 矩阵 是 单元 刚度 矩阵 的 集成 。 QQ 
如 图 3-24 所 示 ， 一 个 划分 为 6 个 结 点 、4 个 单元 的 结 4 
构 。 得 到 了 每 个 单元 的 单元 刚度 矩阵 后 ， 要 集成 为 整体 
刚度 矩阵。 图 3-24 由 4 个 单元 组 成 的 结构 


3.6.1 刚度 集成 法 的 物理 意义 


由 单元 刚度 矩阵 的 物理 意义 可 知 ， 单 元 刚度 矩阵 的 系数 是 由 单元 结 点 产生 单位 位 移 时 所 
需要 的 单元 绪 点 力 。 




















第 3 章 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 单元 法 “ 71. 











在 如 图 3-24 所 示 的 结构 中 ， 使 结 点 3 产生 单位 位 移 时 ， 在 单元 (1) 中 的 结 点 2 上 引起 结 
点 力 。 由 于 结 点 2、3 同时 属于 单元 (1) 、(3) ， 在 单元 (2) 中 的 结 点 2 上 同样 也 引起 结 人 
因此 ， 在 整体 结构 中 当 结 点 3 产生 位 移 时 ， 结 点 2 上 的 结 点 力 应 该 是 单元 (1) 、(2) 在 结 点 
上 的 结 点 力 的 全 加 。 

刚体 集成 法 即 结构 中 的 结 点 力 是 相关 单元 结 点 力 的 合 加 ， 整 体 刚度 矩阵 的 元 素 是 相关 单 
元 的 单元 刚度 矩阵 元 对 的 集成 。 绪 点 3 在 整体 刚度 矩阵 中 的 对 应 系数 ， 应 该 是 单元 (1)、 
(3) 、(4) 中 对 应 系数 的 集成 。 


3.6.2 刚度 矩阵 集成 的 规则 


1) 单元 刚度 矩阵 中 的 每 个 分 块 放 到 在 整体 刚度 矩阵 中 的 对 应 位 置 上 ， 得 到 单元 的 扩大 
刚度 矩阵 。 单 元 刚度 和 矩阵 元 素 取 决 于 单元 结 点 的 局 部 编号 顺序 ， 必 须知 道 单 元 结 点 的 局 部 编 
号 与 该 结 点 在 整体 结构 中 的 总 体 编写 之 间 的 关系 ， 才 能 得 到 单元 刚度 矩阵 中 的 每 个 分 块 在 整 
体 刚 度 和 矩阵 中 的 位 置 。 将 单元 刚度 矩阵 中 的 每 个 分 块 按 总 体 编码 顺序 重新 排列 后 ， 可 以 得 到 
单元 的 扩大 和 矩阵 。 

在 编制 有 限 元 程序 时 ， 可 以 用 一 个 二 维 数 组 来 保存 三 结 点 三 角形 单元 结 点 的 局 部 编号 与 
该 结 点 在 整体 结构 中 的 总 体 编号 之 间 的 关系 。 假 定 最 大 单元 数目 为 NELEM ， 用 Fortran 语言 
可 以 定义 以 下 数组 ， 

DIMENSION NEC(NELEM ,3) 

I 数组 的 第 1 列 为 单元 中 了结 点 的 整体 编号 ， 第 2 列 为 单元 中 J 结 
点 的 整体 编号 ， 第 3 列 为 单元 中 WY 结 点 的 整体 编号 。 例 如 ， 

NEC(I,1) =5， 表 示 第 /个 单元 中 了 结 点 的 整体 编写 为 5; 

NEC(1,2) =2， 表 示 第 7 个 单元 中 J 结 点 的 整体 编号 为 2; 

NEC(1,3) =4， 表 示 第 了 个 单元 中 1 结 点 的 整体 编写 为 4。 

假定 图 3-24 所 示 结 构 中 单元 结 点 的 局 部 编号 与 整体 的 对 应 关系 如 表 3-1 所 示 。 

表 3-1 局 部 编号 与 整体 的 对 应 关系 


单元 编号 | 单元 结 点 局 部 编号 | 单元 结 点 整体 编号 | 单元 编号 | 单元 结 点 局 部 编号 | 单元 结 点 整体 编号 
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单元 (2) 的 单元 扩大 和 抢 阵 (KR) 2 的 分 块 矩 阵 形式 如 表 3-2 所 示 ， 只 列 出 非 零 的 分 块 。 
一 到 3-2 ”单元 (2) 的 单元 扩大 矩阵 
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( 续 ) 
2) 将 全 部 单元 的 扩大 惩 阵 相 加 得 到 整体 刚度 窍 阵 。 
及 = 开 + 下 十 玫 +Kk'’ 
整体 刚度 矩阵 的 分 块 形式 如 表 3-3 所 示 。 
整体 刚度 矩阵 K 求 出 后 ,结构 上 的 结 点 力 可 以 表示 为 F =K6 
表 3-3 整体 刚度 矩阵 
整体 编号 1 6 
Ky" 
a K) 
3 KY Re 
4 
5 KY 
6 Kym 

















根据 力 的 平衡 ， 结 点 上 的 结 点 力 与 结 点 载 集 或 约束 反 力 平衡 。 用 P 表示 结 点 载 傈 和 位 

移 约束 的 文 反 力 ， 则 可 以 得 到 结 点 的 平衡 方程 : 
KD =P (3-29) 

用 虚 功 原理 ,我 们 重新 描述 整体 刚度 矩阵 的 形成 方法 。 假 定 弹 性 体 总 共 划 分 为 m 个 单 
元 ， 单 元 刚度 矩阵 为 及 ， 总 体 结 点 位移 为 f， 单 元 结 点 位 移 为 1 ， 总 体 载 集 RR， 单元 结 点 
力 O 。 

弹性 体外 力 总 虚 功 8 歼 等 于 各 单元 外 力 虚 功 5W 之 和 ， 

"R=> (MO0) 


R= (KF) -> [TAK (TY) ] 
其 中 ，T 为 单元 结 点 局 部 编号 与 整体 编号 的 转换 矩 隆 
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SFR= 85" 隐 (7 ) 
i=1 
R= BS rer) 
i=1 


3.7 约束 条 件 的 处 理 





图 3-24 所 示 的 结构 的 约束 和 载 集 情况 ， 如 图 3-25 所 
示 。 结 点 1、4 上 有 水 平方 器 的 位 移 约 束 ， 结 点 4、6 上 有 
垂直 方向 的 约束 ， 结 点 3 上 作用 有 和 集中 力 (P,P,)。 

这 样 构 成 的 结 点 平衡 方程 组 ， 在 右边 向 量 |P) 中 存在 
未 知 量 ， 因 此 在 求解 平衡 方程 之 前 ， 要 根据 结 点 的 位 移 约 
束 情况 修改 方程 (3-29 )。 先 考虑 结 点 n 有 水 平方 同位 移 约 
束 ， 与 n 结 点 水 平方 器 对 应 的 平衡 方程 为 . 


Ki iu 十 大 1221 十 + Ky 112 + 


























Ki on, 下 (3-30) 图 3-25 有 外 载 何 与 约束 条 件 
根据 支承 情况 ， 式 (3-30) 应 该 换 成 下 面 的 方程 : 的 4 单元 结构 
u, =0 (3-31) 


对 比 式 (3-30) 和 式 (3-31)， 在 式 (3-29) 中 应 该 做 如 下 修正 : 

在 [K] 和 矩阵 中 ,第 2n -1 行 的 对 角 线 元 素 K,,， 1 ,1 改 为 1， 该 行 中 全 部 非 对 角 线 元 素 改 
为 0; 在 |P} 中 ,第 2n -1 个 元 泰 改 为 0。 为 了 保持 [Kj] 和 矩阵 的 对 称 性 ， 将 第 2n -1 列 的 全 部 
非 对 角 元 素 也 改 为 0。 

同 理 ， 如 果 结 点 革 在 垂直 方向 有 位 移 约 束 ， 则 式 (3-29) 中 的 第 27 个 方程 修改 为 ， 

三 0 

在 [KR] 和 矩阵 中 ， 第 272 行 的 对 角 线 元 素 改 为 1， 该 行 中 全 部 非 对 角 线 元 素 改 为 0; 在 {P| 
中 ， 第 27 个 元 素 改 为 0。 为 了 保持 [K] 和 矩阵 的 对 称 性 ， 将 第 2n 列 的 全 部 非 对 角 元 素 也 改 
为 0。 
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对 图 3-25 所 示 绪 构 的 整体 刚度 在 修改 后 可 以 得 到 以 下 的 形式 ， 


1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

* * * * x* 0 0 * * x* 0 

* * 米 x* 0 0 * 米 ¥* (0 

米 * x* 0 0 米 * x* 0 

+ :+ 0 0 :+* x* * 0 
x* (0 0 * * * 0 | 应 (3.33) 

1 0 0 0 0 0|2 

1 0 0 0 0 

对 称 0 

* ¥* 0 

* 0 

| 

如 果 结 点 n 处 存在 一 个 已 知 非 等 的 水 平方 同位 移 ww ， 这 时 的 约束 条 件 为 ， 

U, = (3-34) 


在 [Kj] 矩阵 中 ,第 2n -1 行 的 对 角 线 元 系 K,,_12_1 夹 上 一 个 大 数 4， 癌 量 | P| 中 的 对 应 
换 成 4K,。, ,1u* ， 其 余 的 系数 保持 不 变 。 
方程 改 为 
大 1121 十 大 1 .221 二 + 4K 1 2 1 Fh 1 = 4K 11 (3-35) 
其 中 , 4 的 取 值 要 足够 大 ， 例 如 取 10 。 只 有 这 样 ， 方 程 (3-35 ) 才 能 与 方程 (3-34) 等 价 。 
如 有 条 结 点 半 处 存在 一 个 已 知 非 零 的 垂直 方 癌 位 移 w ， 这 时 的 约束 条 件 为 


也 可 以 采用 同样 的 方法 修改 整体 刚度 矩阵 。 


3.8 整体 刚度 和 矩阵 的 特点 与 存储 方法 








用 有 限 元 方法 分 析 复 杂工 程 问 题 时 ， 结 点 的 数目 比较 多 ， 整 体 刚 度 矩 阵 的 阶 数 通 津 也 是 
很 高 的 。 那 么 ， 是 否 在 进行 计算 时 要 保存 整体 刚度 矩阵 的 全 部 元 素 ? 能 否 根据 整体 刚度 矩阵 
的 特点 提高 计算 效率 ? 

整体 刚度 矩阵 具有 以 下 几 个 显著 的 特点 : 对 称 性 、 稀 焉 性 和 非 零 元 素 市 形 分 布 。 

1) 对 称 性 。 由 单元 刚度 矩阵 的 对 称 性 和 整体 刚度 矩阵 的 集成 规则 ， 可 知 整体 刚度 矩阵 
必 为 对 称 和 矩阵 。 利 用 对 称 性 ， 只 保存 整体 矩阵 上 三 角 部 分 的 系数 即 可 。 

2) 黎 蔓 性 。 单 元 刚度 矩阵 的 多 数 元 系 为 零 ， 非 零 元 系 的 个 数 只 后 较 小 的 部 分 。 如 岁 
326 所 示 的 结构 ， 结 点 2 只 和 通过 单元 连接 的 1、3、4、5 结 点 相关 ， 结 点 5 只 和 通过 单元 
连接 的 2、3、4、6、8、9 结 点 相关 。 由 单元 刚度 矩阵 的 物理 意义 和 整体 刚度 矩阵 的 形成 方 
式 可 知 ， 相 头绪 点 2、3、4、6、8 、9 及 结 点 5 本 号 产生 位 移 时 ， 才 使 结 点 5 产生 结 点 力 ， 
其 余 结 点 产生 位 移 时 不 在 该 结 点 处 引起 结 点 力 。 在 用 分 块 形式 表示 的 整体 矩阵 中 ， 与 相关 结 
点 对 应 的 分 块 筷 阵 才 能 具有 非 零 的 元 系 ， 其 他 位 置 上 的 分 块 矩阵 的 元 素 为 零 ， 如 网 3-27 
所 未 。 
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* * * 0 0 0 00 0 0 
* * * * * 0 00 0 0 
* x* * 0 * * 00 00 
0 #0 x x* 0 x* x* 0 0 
0 ¥ x¥ *¥ x*¥* ¥* 0 x* * 0 
0 0 x 0 x x¥* 0 0 x * 
0 0 0 * 0 0 * * 0 0 
0 0 0 x x* 0 x x* * 0 
0 0 0 0 x*x x¥ 0 x x¥ 水 
0 00 0 0 * 0 0 x * 
图 3-26 由 9 个 单元 组 成 的 结构 图 3-27 ”整体 刚度 矩阵 的 
分 块 矩 阵 示 意 





3) 非 零 元 系 珊 形 分 布 。 在 图 3-27 中 ， 明 显 可 以 看 出 ， 整 体 刚 度 和 矩阵 的 非 零 元 素 分 布 在 
以 对 角 线 为 中 心 的 市 形 区 域内 ， 这 种 矩阵 称 为 市 形 窍 阵 。 

在 包括 对 角 线 元 素 在 内 的 半 个 市 形 区 域内 ， 每 行 具有 的 元 系 个 数 叫做 半 市 宽 ， 用 
表 不 。 











d = ( 相 邻 结 点 的 编码 的 最 大 差 值 +1) x2 

图 3-26 所 示 结 构 的 相 邻 结 点 编码 的 最 大 差 值 为 4， 所 以 半 上 带宽 为 10。 

设 整 体 刚度 矩阵 为 一 个 nxn 的 和 矩阵， 最 大 半 带 宽 为 4。 利用 带 形 矩阵 的 特点 和 对 称 
性 ， 只 需要 保存 以 d 为 固定 宽度 的 上 半 市 的 元 素 ， 称 为 二 维 等 市 宽 人 存储。 进行 存 储 时 ， 把 整 
体 刚度 矩阵 K 每 行 中 的 上 半 市 元 系 取 出 ， 保 存在 男 一 个 矩阵 K” 的 对 应 行 中 ， 得 到 一 个 nxd 
窍 阵 天 ”。 

把 元 素 在 玉 和 矩阵 中 的 行 、 列 编码 记 为 r>、s*， 在 矩阵 天 ”中 的 行 、 列 编码 记 为 r” 、s” ， 对 
应 关系 如 下 : 











r”=7r，3 =s—r+l 
图 3-28a 所 示 为 最 大 半 市 宽 为 d 的 整体 刚度 矩阵 到， 采用 二 维 等 市 宽 存 储 后 得 到 如 图 
3-28b 所 示 的 矩阵 K"。 用 新 的 方法 存储 后 ，K 和 窍 阵 中 的 对 角 线 元 素 保 存在 新 矩阵 中 的 第 1 列 
中 ,KK 矩阵 中 的 7 行 元 素 仍然 保存 在 新 矩阵 的 r+ 行 中 , K 和 矩阵 中 的 s 列 元 素 则 按照 新 的 列 编 
码 保存 在 新 矩阵 的 不 同 列 中 。 





























a) b) 





图 3-28 二 维 等 溃 宽 存储 示意 图 
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采用 二 维 等 带宽 存储 ， 需 要 保存 的 元 素 
数量 与 矩阵 中 的 总 元 素数 量 之 比 为 <。 所 











2 3 2 9 
存储 的 元 素数 量 取决 于 最 大 半 带 宽 4 的 值 ， ~ 人 A 
4 的 值 则 由 单元 结 点 的 编码 方式 决定 。 在 采 6 14 , 、 
用 二 维 等 带宽 存储 时 ， 仍 然 会 保存 一 些 零 元 NN 
素 ， 但 是 采用 这 种 方法 时 元 素 寻 址 很 方便 。 A NN~、 AAA 
对 于 同样 的 有 限 元 单元 网 格 ， 按 照 图 a) b) 





3-29a 的 结 点 编码 ， 最 大 的 半 币 元 为 14; 按照 图 3-29 不 同 结 点 编码 方式 对 半 带 宽 的 影响 
图 3-29b 的 结 点 编码 ， 最 大 的 半球 宽 为 18; 按照 图 3-26 的 结 点 编码 ， 最 大 的 半 带 宽 为 10。 


3.9 线性 方程 组 解法 





由 于 有 限 元 分 析 需 要 使 用 较 多 的 单元 ， 线 性 方程 组 的 阶 数 很 高 ， 因 此 有 限 元 求解 的 效率 
很 大 程度 上 取决 于 线性 方程 组 的 解法 。 利 用 矩阵 的 对 称 、 稀 臣 、 市 状 分 布 等 特点 提高 方程 求 
解 效 率 是 关键 。 线 性 方程 组 的 解法 分 为 两 大 类 : 直接 解法 和 迭代 解法 。 
直接 解法 以 高 斯 消去 法 为 基础 ， 包 括 高 斯 消去 法 、 等 种 需 高 斯 消去 法 、 三 角 分 解法 ， 以 
及 适用 于 大 型 方程 组 求解 的 分 块 算法 和 波 前 法 等 。 
迭代 算法 有 高 斯 一 赛 德 尔 迭 代 、 超 松弛 迭代 和 共 圈 度 法 等 。 
在 方程 组 的 阶 数 不 是 特别 高 时 ， 通 党 采用 直接 解 法 。 当 方程 组 的 阶 数 过 高 时 ， 为 避 倪 舍 
入 误差 和 消 元 时 有 效 数 损失 等 对 计算 精度 的 影响 ， 可 以 选择 迭代 方法 。 
定义 二 维 数组 STIFFILNROW ,NHBW 保存 系数 和 矩阵， 定义 DISPL| NROW] 保 存 方程 组 的 
右 端 向 量 ， 其 中 IN、NROW 为 系数 矩 阵 行 的 数目 ，NHBW 为 最 大 半 和 带宽 。 
这 里 给 出 了 用 Fortran 语言 编写 的 等 种 壳 遍 斯 消去 法 的 核心 代码 。 
DO K=1,IN-1 
IF( (K+ KD-1).GE.IN)THEN 
IM = IN 
ELSE 
IM=K+KD-1 
ENDIF 
DOT=K+1,IM 
L=I-K+l 
CC = STIFF( K,L)/STIFF(K,!1) 
DOJ=l,KD-L+l 
M=J+I-K 
STIFF(1,J) =STIFF(1,J) ~ CC * STIFF( K,M) 
ENDDO 
DISPL(I) = DISPL(I) -~ CC * DISPL( K) 
ENDDO 
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根据 等 惠 宽 存储 的 编 但 规则 ， 可 知 等 市 宽 高 斯 消去 法 与 高 期 消去 法 完全 一 致 。 用 天 行 
消去 1 行 时 (T>K)， 其 中 STIFFT( 开 ,7) 为 矩阵 元 际 A ， 即 Aj.; STIFF(K,1) 为 矩阵 元 双 4 六 ， 
STIFF(KK,MM) 为 算 阵 元 际 45 。 等 市 损 局 斯 消去 法 还 原 为 





与 高 期 消去 法 一 致 。 

ANSYS 软件 提供 了 多 种 求解 杭 ， 分 为 百 接 解 法 和 迭代 解法 。 根 据 计 算 规 模 可 以 选择 不 
同 的 求解 大 。 直 接 解 法 包括 波 前 法 (Frontal Solver) 和 稀 玖 法 (Sparse Direct Sovler) 。 迭 代 解 法 
包括 雅 可 比 共 斩 梯 度 法 (Jacobi Conjugate Gradient Solver,JCG)、 不 完全 共 轮 梯度 法 (Incom- 
plete Cholesky Conjugate Gradient Solver ,ICCG ) 、 预 人 处理 共 因 梯度 法 (Preconditioned Conjugate 
Gradient Solver,PCG) 、 代 数 多 格 法 (Algebraic Multigrid Solver, AMG ) 和 区 域 分 割 法 (Distribu- 
ted Domain Solver ,DDS ) 。 


习 并 
1. 三 角形 单元 如 题 图 3-1 所 示 ， 单 元 结 点 坐标 为 1(10,0)，J(10,10)，M(0,0)， 单 元 中 一 把 4 的 坐标 
为 (5,2)。 已 知 三 角形 三 结 点 单元 1 结 点 位 移 为 (2.0,1.0)， J 结 点 位 移 为 (2.1,1.1)，M 结 点 位 移 为 (2. 15， 


1.05) 。 单 元 结 点 坐标 与 位 移 的 单位 均 为 mm。 

1) 写 出 单元 的 位 移 函 数 ; 

2) 求 4 点 的 位 移 分 量 。 

2. 三 角形 单元 的 结 点 编写 如 题 图 3-2 所 示 ， 单 元 结 点 坐标 为 XK0,0) ，J(10,0)，M(0,10) ， 厚 度 上 = 1， 
长 度 单位 为 mm。 在 JM 边 上 受到 垂直 于 该 边 的 分 布 载荷 作用 ，q = 10N/mm? ，q =20N/mm?。 求 : 将 载荷 
移 置 到 结 点 后 ， 结 点 等 效 载 集 是 多 少 ? 











y J» 


4> 
J 
AI 
41 
M 7 7 
题 图 3-1 三 角形 单元 题 图 3-2 ” 受 分 布 载 傈 作用 的 三 角形 单元 


3. 试 证 明 : 在 三 角形 单元 中 的 任意 一 点 上 ， 所 有 形态 水 数 之 和 等 于 1。 

4. 证 明 : 在 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 元 方法 中 ， 单 元 刚度 的 对 角 线 元 素 恒 为 正 值 。 

5. 如 题 图 3-3 所 示 的 弹性 力学 平面 问题 ， 单 元 (1)、(2) 在 xOy 坐标 系 中 ， 单 元 的 三 条 边 分 别 平 行 ， 对 应 边 
长 相等 ， 厚度 、 材 料 性 质 相 同 。 两 个 单元 的 结 点 编号 顺序 如 题 图 3-3 所 示 ， 单 元 (1) 的 单元 刚度 矩阵 为 kK 。 
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求 : 单元 (2) 的 单元 刚度 矩阵 KY =? 
6. 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 单元 网 格 如 题 图 3-4 所 示 ， 全 部 单元 都 是 等 腰 直 角 三 角形 ， 单 元 结 点 的 局 
部 编号 顺序 如 下 : el1(3,1,2)，e2(2,4,5)，e3(2,5,3)。 已 经 计算 出 了 单元 e2 的 单元 刚度 和 矩阵 为 








| 
AN 
: 


人 




















”ER 
题 图 3-3 ”单元 编号 顺序 题 图 3-4 平面 问题 有 限 元 网 格 

| 一 内 -1 人 -1 ] 一 内 

2 " 2 2 . 2 

0 ] 一 从 一 1 从 0 
从 一 1] 3 -从 1 工 + 信 从 一 1] 
EE 

Se Ft 

21-p)pl 1+tp 3-4 kl 

2 5 ”5 

0 从 一 1 一 从 ] 0 
| 一 内 M=-1 人 -1 ] 一 从 

2 2 2 . 这 











是 否 可 以 直接 由 单元 e2 的 单元 刚度 矩阵 得 到 单元 el 的 单元 刚度 矩阵 ? 如 果 可 以 ， 请 写 出 单元 el 的 单元 刚 
度 和 矩阵 K' 7) 。 如 果 不 可 以 ， 请 简 述 理由 。 
7. 矩形 薄板 被 划分 成 了 12 个 三 角形 单元 ， 单 元 划分 结果 
和 总 体 结 点 编号 顺序 如 附 图 3-5 pd 1 ) 按 照 题 图 3-5 的 结 点 
编号 顺序 ， 采 用 二 维 等 带宽 存储 时 ， 最 大 半 市 宽 是 多 少 ? 
2) 请 尝试 给 出 一 个 新 的 总 体 结 点 编号 顺序 使 得 最 大 半 带 宽 最 


S 
WINN 6 
小 (单元 的 划分 方式 不 变 ) ， 画 图 说 明 新 的 结 点 编号 顺序 。 
8. 为 什么 可 以 用 二 维 等 带宽 存储 来 保存 整体 刚度 和 矩阵? 
这 种 存储 方法 有 何 优 缺 点 ? ， 


9. 在 弹性 力学 问题 的 有 限 元 方法 中 ， 形 成 整体 刚度 矩阵 
后 ,为 什么 还 要 定义 位 移 约束 茶 件 ? 题 图 3-5 ”矩形 薄板 的 有 限 元 网 格 
10.， 有 观点 认为 , 有 限 元 方法 在 单元 内 部 给 出 了 精确 解 
答 ， 而 在 整个 问题 域内 给 出 了 近似 解答 。 这 个 观点 是 否 正确 ? 说 明理 由 。 
11. 如 题 图 3-6 所 示 ， 用 于 解 弹性 力学 平面 问题 的 两 个 三 结 点 三 角形 单元 构成 平行 四 边 形 ， 已 知 单元 
(1) 按 局 部 编码 i、j、m 的 应 力矩 阵 $1 为 
0 0 一 3 0 3 0 
Sl=|10 4 0 一 3 0 —1 
2 0 -1.S5 -1.S -0.S5s 1.5 
按照 图 示 单 元 (2) 的 局 部 编码 写 出 应 力矩 阵 S2， 并 简 述 理由 。 
12. 长 度 为 二、 宽度 为 吧 、 厚 度 为 ;的 矩形 薄板 离散 为 两 个 三 结 点 三 角形 单元 ， 四 个 结 点 的 总 体 编号 顺 
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序 如 题 图 3-7 所 示 。 单 元 (1) 的 局 部 结 点 编号 顺序 为 [2,1,4]; 单元 (2) 的 
局 部 结 点 编写 顺序 为 [4,1,3]。 单 元 (1) 和 (2) 的 单元 刚度 矩阵 分 别 为 
Kl R2, 





all al2 al3 al4 alS al6 
a21 a22 a23 a24 a2) a26 
Re a3l a32 a33 a34 a35 a36 | 
a4l a42 a43 a44 a45 a46 题 图 3-6 由 三 角形 单元 组 成 
a5l a52 a53 a54 a55 a56 的 平行 四 边 形 
a6l a62 a63 a64 a6S5 a66 
bll bl12 6b13 6b14 b15 6b16 
b21 122 123 b24 b25 126 
b31 432 6b33 4b34 4b35 436 
bAl 4142 6b43 b44 4b45 4b46 
b51 4b52 6b53 4 4b55 056 
b6l 12 6b63 b64 4b65 6b66 
矩形 板 在 结 点 1 上 有 x 方向 的 位 移 约束 ， 在 结 点 2 上 有 x、y 两 个 方向 的 位 移 约束 ， 在 结 点 3、4 所 在 的 
边 上 作用 有 均 布 载 何 g。 
1) 写 出 集成 单元 刚度 和 矩阵 所 得 到 的 整体 刚度 和 矩阵， 给 出 集成 整体 刚度 和 矩阵 的 主要 步骤 。 
2) 用 和 矩阵 形式 写 出 整体 方程 组 Ku =P。 
3) 引入 位 移 边 界 条 件 修改 整体 方程 组 ， 用 和 矩阵 形式 写 出 修改 后 的 整体 方程 组 。 


7 2 4 
W q 
| 

1 3 


题 图 3-7 薄板 有 限 元 模型 示意 


K2 = 
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在 本 章 中 ， 以 市 有 中 心 圆 孔 的 方 板 和 简化 的 坝 体 为 例 介 绍 如 何 用 ANSYS 软件 进行 弹性 
力学 平面 问题 的 有 限 元 分 析 。 


4.1 市 中 心 圆 孔 方 板 的 应 力 分 析 


4.1.1 问题 描述 


例 4-1: 带 有 中 心 圆 孔 的 方 板 如 网 4-1 所 示 ， 长 、 宽 均 为 Im， 厚度 为 Som， 内 和 孔 的 直径 
为 0.2m。 左 右 两 侧 均 受到 7y =50MPa 的 均 布 拉力 作用 。 材 料 的 弹性 模 量 为 已 =2.1 x10` MPa， 
屈服 极限 o, =240MPa， 泪 松 比 为 凡 =0.3。 计 算 带 中 心 圆 孔 方 板 的 应 力 分 布 ， 给 出 x* 方 回 的 
正 应 力 分 量 沿 垂直 方向 对 称 轴 的 分 布 。 


4.1.2 建 模 与 分 析 





1. 建立 带 中 心 孔 方 板 的 计算 模型 9 
分 析 求解 对 象 的 几何 特征 、 约 东 与 载荷 分 布 ， 
确定 所 求解 的 对 象 是 否 可 以 简化 ， 并 计划 好 计算 模 | _ 
型 的 约束 与 加 载 方式 。 从 两 侧 受到 均 布 载荷 作用 的 = 
带 中 心 圆 孔 方 板 的 变形 特征 可 以 知道 ， 在 受 力 后 方 
板 在 水 平方 向 伸 长 ， 在 坚 下 方向 收缩 ， 可 以 得 到 如 和 


图 4-2 所 示 的 三 种 计算 模型 。 图 a 为 整体 模型 ， 图 b 为 二 分 之 一 模型 ， 图 e 为 四 分 之 一 


模型 。 
> dq 4 
4 
a) b) 本 


图 4-2” 带 圆 孔 方 板 的 计算 模型 

对 于 整体 模型 ， 在 左 侧 边 上 施加 水 平方 向 的 位 移 约 束 ， 在 左 侧 边 的 中 点 上 同时 施加 水 平和 
垂直 方向 的 约束 。 方 板 的 形状 与 载荷 分 布 关于 水 平方 向 的 中 心 轴 对 称 ， 可 以 得 到 二 分 之 一 模 
型 ， 在 左 侧 边 加 上 水 平方 向 的 约束 ， 在 对 称 轴 上 施加 垂直 方向 的 约束 。 方 板 的 形状 与 载 符 分 布 
同时 也 关于 垂直 方向 的 中 心 轴 对 称 ， 进 一 步 简化 得 到 四 分 之 一 模型 ， 在 水 平方 向 的 对 称 轴 上 施 
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加 对 二 位 移 约束 ， 在 入 十 方 回 对 称 轴 上 施加 水 平 位 移 约 束 。 对 比 这 三 个 计算 模型 不 难 发 现 ， 你 
持 单元 大 小 不 变 的 情况 下 ， 四 分 之 一 模型 的 计算 规模 最 小 ， 所 以 选用 这 个 模型 进行 计算 。 

ANSYS 软件 不 要 求 定义 物理 量 的 单位 ， 和 直接 根据 数值 进行 计算 ， 但 是 用 户 必 须 明 确 输 
入 数据 的 单位 。 篆 用 的 单位 有 国际 单位 制 和 英制 ， 在 分 析 实 际 工程 问题 时 经 常用 mm 作为 长 
度 单位 。 在 求解 本 问题 时 ， 选 择 cm 作为 长 度 单 位 ， 相 应 地 弹性 模 量 与 载 集 的 单位 要 作 换 
算 。 弹 性 模 量 取 为 已 =2.1x107N《em2， 均 布 拉 力 取 为 v =5000N/em?。 

2. 选择 单元 类 型 ， 定 义 材 料 参 数 

选择 Main menu > Preprocessor > Element type > Add/edit/delete ， 在 单元 类 型 选择 对 话 框 中 
点 击 Add 按钮 ， 弹 出 如 图 4-3 所 示 的 单元 类 型 选择 对 话 框 。 由 于 是 平面 应 力 问题 ， 在 左边 下 拉 
框 中 选择 Solid， 在 右边 下 拉 框 中 选择 Quad 4node 42 ， 点 击 OK 退出 。 这 样 就 选择 了 42 号 单元 。 
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图 4-3 ”单元 类 型 选择 对 话 框 

ANSYS 提供 的 用 于 平面 问题 结构 分 析 的 二 维 单元 有 PLANE2 、PLANE24 、PLANE42、 
PLANE82 、PLANE83 、PLANE145 、PLANE146 、PLANE182 和 PLANE183。PLANE42 是 有 4 
个 结 点 的 四 边 形 单 元 ， 每 个 结 点 两 个 目 由 度 (xy 方 同位 移 )， 可 以 退化 为 三 角形 单元 。 

把 方 板材 料 定义 为 各 问 同 性 的 弹性 材料 。 

选择 Main menu > Preprocessor > Material props > Material models, 在 弹出 的 材料 行为 定义 
对 话 框 中 ， 在 对 话 框 右边 的 “Material Models Available” 下 拉 框 中 依次 双击 Structural > Linear 
> Elastic > Isotropic 。 在 弹出 的 材料 参数 对 话 框 的 EX 项 填 入 2. 1e7，PRXY 中 填 入 0.3， 点 击 
OK 退回 到 “Define Material Model Behavior” 界面 。 选 择 Material > Exit， 退 回 主 界面 。 

3. 建立 几何 模型 

在 主 菜 单 面 板 中 点 击 Preprocessor， 进 入 ANSYS 的 前 处 理 模 块 。 这 里 采用 Top Down 方法 
建立 种 加 和 孔 方 板 的 四 分 之 一 模型 ， 先 创建 四 分 之 一 方 板 对 应 的 正方 形 ， 再 创建 四 分 之 一 实心 
， 然 后 从 正方 形 中 减 去 四 分 之 一 圆 。 

1) 创建 正方 形 板 。 选 择 Main menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Rectangle > 
by 2 corners， 创 建 四 分 之 一 方 板 对 应 的 正方 形 ， 边 长 为 50( 长 度 单位 取 cm) ， 把 正方 形 的 左下 
角 顶 点 放置 在 坐标 原点 位 置 上 。 

2) 创建 四 分 之 一 实心 圆 。 选 择 Main menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > 
Circle > Partial annulus ， 创 建 四 分 之 一 实心 圆 。 注 意 圆心 位 置 一 定 要 与 方 板 的 左下 角 位 置 
重合 。 
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3) 用 布尔 运算 ， 从 方 板 减 去 四 分 之 一 贺 ， 生 成 市 圆 筷 的 方 板 。 选 择 Main Menu: Pre- 
processor > Modeling > Operate > Booleans > Subtract > Areas, 依次 选择 被 减 的 面 ( 方 板 ) 和 要 减 
去 的 面 (四 分 之 一 圆 ) 。 

4. 划分 单元 网 格 

1) 设置 划分 单元 网 格 的 密度 。 选 择 Main Menu: Preprocessor > Meshing > Meshtool > 
(Size Controls: )Lines: Set > 选取 圆 跌 > OK > (“Element Sizes on Picked Lines” 窗 口 ) NDIV : 
6 > APPLY > 选取 4 条 下 边 > OK > (“Element Sizes on Picked Lines” 窗 口 )NDIV:， 10 > OK( 返 
加 “Mesh Tool”) 。 

在 四 分 之 一 圆 踊 上 设置 6 个 单元 边 ， 在 其 他 4 条 和 直 边 上 都 设置 10 个 单元 边 。 

2) 划分 网 格 。 回 到 Meshtool 对 话 框 ， 选 中 Shape 域 中 的 Tri 和 Free 的 情况 下 点 击 mesh 
按钮 ， 在 弹出 的 “Mesh areas” 对话 框 中 点 击 Pick all 按钮 ， 得 到 三 角形 单元 网 格 ， 如 图 4-4 
所 未 。 

5. 施加 位 移 约束 条 件 及 外 载 伍 

1) 在 水 平方 向 的 对 称 截 面 上 施加 垂直 方 癌 的 位 移 约 束 。Main Menu: Preprocessor > 
Loads > Define Loads > Apply > Structural > Displacement > On Lines > 拾取 下 面 的 直 边 > OK > 
(“Apply U，Rot on Lines” 窗 口 ) Lab2: UY > OK。 

2) 在 垂 特 方向 的 对 称 和 截面 上 施加 水 平方 回 的 位 移 约 束 。Main Menu: Preprocessor > 
Loads > Define Loads > Apply > Structural > Displacement > On Lines > 拾取 左 侧 的 下 边 > OK > 
(“Apply U ,Rot on Lines” 窗 口 ) Lab2: UX > OK。 

3) 在 右 侧 截面 上 定义 均 布 短 何 。Main Menu: Preprocessor > Loads > Define Loads > Apply > 
Structural > Pressure > On Lines > 拾取 右 侧 的 直 边 > OK > (“Apply PRES on lines” 窗 口 ) Value: 
-3000 > OK 。 

全 部 边界 条 件 定义 后 的 有 限 元 模型 如 图 4-5 所 示 。 
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图 4-4 四 分 之 一 模型 的 三 角形 单元 网 格 图 4-5 定义 边界 条 件 后 的 有 限 元 模型 
说 明 : ANSYS 软件 允许 把 约束 和 和 载 傈 定义 在 几何 实体 或 单元 结 点 上 ， 定 义 在 几何 实体 
上 的 约束 和 载 和 何 目 动 转换 到 单元 结 点 上 。 在 定义 约束 或 载 和 何 时 ， 采 用 其 中 的 一 种 方法 即 可 。 
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6. 求解 

ANSYS 软件 求解 的 对 象 是 当前 选择 集 ， 为 保证 能 正确 求解 ， 在 计算 前 先 执行 以 下 命令 ， 
将 求解 对 象 设 为 全 部 实体 。 在 这 之 前 的 操作 有 可 能 选取 了 整个 有 限 元 模型 中 的 部 分 单元 或 结 
点 ， 先 选择 Utility Menu > Select > Everything, 选中 所 有 单元 和 结 点 ， 使 它们 都 参与 计算 ， 

选择 Main Menu:， Solution > Solve > Current LS， 运 行 求解 硕 ， 完 成 计算 。 

进行 计算 之 前 ， 会 进行 模型 检查 并 给 出 相关 提示 。 先 关闭 /STATUS Command 对 话 框 ， 
在 “Solve Current Load Step” 对 话 框 中 点 击 OK 按钮 开始 计算 。 

7. 计算 结果 分 析 

用 图 形 方式 或 列表 方式 显示 计算 结果 ,包括 结 点 的 位 移 、 应 变 和 应 力 ， 单 元 的 应 力 、 应 
变 。 在 本 算 例 中 ,需要 了 解 中 心 圆 孔 边 的 应 力 集中 人 情况。 按照 以 下 步 缀 定义 一 条 路 径 ， 观 察 
垂直 方向 对 称 轴 上 正 应 力 o, 的 分 布 。 

1 ) 直接 用 两 个 点 的 位 置 坐 标 来 定义 一 条 路 径 选 择 。Main menu: General Postproc > Path 
operations > Define path > By location 。 在 “By Location” 对 话 框 中 的 Name 输入 框 中 输入 路 径 
名 path1l 。 

在 “By Location in Global Cartesian” 对 话 框 中 输入 参数 ， 先 输入 第 1 个 点 的 坐标 ，NPT 
输入 1，x、y、z 分别 为 0，10,0， 点 击 OK 按钮 。 继 续 输入 第 2 个 点 的 坐标 ，NPT 输入 2 ， 
x、y、z 分 别 为 0，50，0， 点 击 OK 按钮 ， 再 点 击 CANCEL 按钮 关闭 对 话 框 。 

选择 Main Menu ，General Postproc > Path Operations > Plot path 。 显示 定义 好 的 路 径 。 

2) 将 x 方 癌 的 正 应 力 o, 映射 到 定义 好 的 路 径 上 。 

在 “ Map Result Items onto Path”™ 对 话 框 中 ， 给 出 数据 项 的 标示 ， 并 指定 需要 映射 的 数 
据 。 选 择 Main Menu > General Postproc > Path Operations > Map onto path > Lab: 输入 xstress ， 
选择 Stress > X-direction sx > OK。 映 射 计算 结果 如 图 4-6 所 示 。 
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图 4-6 映射 计算 结 
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3) 在 图 形 窗口 中 显示 x 方 癌 正 应 力 沿 路 经 的 变化 。 选 择 Main Menu > Plot results > Plot 
path item > on graph > (“Plot of Path Items on Graph” 和 窗口) ， 选择 xstress > OK。 正 应 力 e 党 
路 径 的 变化 如 图 4-7 所 示 。 可 以 用 列表 方式 显示 正 应 力 o, 在 路 径 上 的 数值 : 选择 Main 


Menu: General Postproc > List Results > Path Items > (“Recall Path” 和 窗口 ) Name: 选择 Pathl > 


OK > (“List Path Items”) Lab1-6: 选择 xstress > OK。 


(X10**]) 
1264.767 


1182.533 
1100.302 
1018.071 
935.840 
853.609 
771.378 
689 147 
606.916 
524.685 
442.454 
8 16 24 3 40 


4 2 20 28 36 
DIST 


图 4-7 党 和 敢 直 方向 对 称 轴 的 x 方向 正 应 力 


4.2 ” 巩 体 的 应 力 分 析 


4.2.1 问题 描述 


例 4-2: 等 截面 挡 水 坝 的 模 截 面 大 寸 如 图 4-8 所 示 ， 抵 边 长 度 为 3m， 


1.2m, 坝 体高 度 为 5m。 坝 体 的 材料 为 混凝土 , 密度 为 
1930kg/m 。 假 定 混凝土 抗 拉 压 的 能 力 相 同 ， 弹 性 模 量 为 
30MPa， 泊 松 比 为 0.3。 坝 体 的 底 边 固定 在 地 基 上 。 坝 体 在 











和 斜 边 上 受到 水 压 作 用 ， 水 平面 距 坝 底 的 高 度 为 4m。 以 挡 水 
坝 横 截面 左下 角 顶 点 4 作为 坐标 原点 。 计 算 挡 水 坝 横 截面 上 
的 应 力 分 布 ， 给 出 沿 x =2.5 直线 上 yx 方向 正 应 力 的 分 布 。 和 
4.2.2 建 模 与 分 析 y 

1. 建 模 与 分 析 和 











由 于 坝 体 在 长 度 方向 上 的 斥 度 要 远 远 大 于 截面 矿 度 ， 


坝 体 顶 边 长 度 为 
| 1.2m | 





后 
-一 3 一 


坝 体 受 静 水 压力 和 重力 作用 的 问题 属于 弹性 力学 平面 应 变 图 4-8 等 截面 挡 水 坝 的 横 截 面 尺寸 
问题 。 在 坝 体 左 侧 斜 面 上 受到 竺 直 于 和 斜面 的 静水 压力 作用 ， 坝 体 受 到 均 布 的 重力 作用 。 静 水 
压力 随 水 深 变 化 。 坝 体 底部 固定 在 地 基 上 ， 建 模 时 在 底 边 上 要 施加 x、y 两 个 方向 的 位 移 约 
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束 。 建 模 时 ， 长 度 单位 取 为 m， 力 的 单位 取 为 N。 

2. 选择 单元 类 型 ， 定 义 材 料 参 数 

PLANE42 可 以 分 析 平 面 应 力 、 平 面 应 变 和 轴 对 称 问 题 ， 默 认 的 单元 行为 是 平面 应 力 ， 
在 这 里 要 把 单元 行为 修改 为 平面 应 变 。 在 “Element Types” 对话 框 中 ， 先 选择 PLANE42 单 
元 ， 然 后 点 击 “Option. .. ”按钮 ,在 “单元 类 型 选项 ”对 话 框 中 把 单元 行为 改 为 平面 应 变 。 
选择 Main Menu: Preprocessor > Element Type > Add/Edit/ Delete > Add > Select Solid Quad 4node 
42 > OK( back to Element Types window) > Options. . > Select K3. Plane Strain > OK > Close( Ele- 
ment Types window ) 。 

把 混凝土 近似 地 人 处理 成 各 问 同 性 的 弹性 材料 ， 选择 Main Menu: Preprocessor > Material 
Props > Material Models > Structural > Density: 1930 > OK( 输入 材料 密度 )。 

在 材料 模型 窗口 中 继续 选择 Material Models > Structural > Linear > Elastic > Isotropic > Input 
EX,， 3.0e7，PRXY. 0.3 >OK( 输 入 弹性 模 量 和 泊 松 比 )。 

3. 建立 几何 模型 

通过 定义 特征 点 来 创建 表示 坝 体 截面 的 几何 面 。 

1) 创建 特征 点 : 选择 Main Menu: Preprocessor > Modeling > Create > Keypoints > In Active 
CS > 依次 输入 结 扣 编号 和 四 个 点 的 坐标 : 1(0,0), 2(3,0), 3(3,5), 4(1.8,5) > OK。 

2 创建 坝 体 截面 . Main Menu.: Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Arbitrary > 
Through KPS > 依次 连接 四 个 特征 点 > OK。 

注意 : 下 接 用 特征 点 来 生成 面 的 时 候 ， 拾 取 特 征 点 要 满足 一 定 条 件 ， 必 须 围绕 整个 面 依 
照 顺 时 针 或 逆 时 针 顺 序 来 拾取 特征 点 。 拾 取 特 征 点 的 次 序 决 定 了 边界 的 外 法 线 方向 。 

4. 划分 单元 网 格 

在 本 问题 中 ， 只 定义 了 一 种 单元 和 一 种 材料 ， 划 分 单元 网 格 时 ， 不 需要 指定 单元 或 材料 
类 型 ， 可 以 不 用 执行 Mesh Attributes。 坝 体 截面 是 四 边 形 ， 可 以 采用 映射 方法 在 截面 上 划分 
单元 网 格 。 在 坝 体 截面 的 项 边 和 底 边 上 等 分 为 10 份 , 在 左 、 右 侧 边 上 等 分 为 20 份 。 

注意 : 采用 映射 方法 划分 单元 网 格 ， 对 边 的 分 割 数 目 必 须 相 等 。 在 坝 体 的 左 侧面 ， 水 平 
面 以 下 部 分 受到 青水 压力 作用 ， 需 要 定义 外 载 森 ， 在 划分 单元 网 格 时 要 保证 在 水 平面 位 置 处 
有 一 个 结 点 。 

划分 单元 网 络 的 过 程 为 : 选择 Main Mennu Preprocessor > Meshing > Mesh Tool > (Size 
Controls) lines: Set > 依次 拾取 顶 边 和 底 边 : OK > input NDIV: 10 > Apply > 依次 拾取 左右 两 条 
侧 边 . OK > input NDIV: 20 > OK( 回 到 Mesh Tool 窗口 ) ，Mesh ，Areas ， Shape: Quad, Mapped 
> Mesh > Pick All( 在 选择 对 话 框 中) > Close(the Mesh Tool window) 。 

5. 施加 位 移 约束 条 件 及 外 载 伍 

(1) 给 下 底 边 同时 施加 x 和 y 方 癌 的 位 移 约束 ， 选 择 Main Menu > Solution > Define Loads 
> Apply > Structural > Displacement > On lines > 拾取 底 边 > OK > 选择 Lab2: UX, UY > OK。 

(2) 给 冬 边 施加 分 布 载 傈 ”定义 一 个 函数 来 表示 胡 水 压力 随 深度 的 变化 。 选 择 Utility 
Menu: Parameters > Functions > Define/Edit。 弹 出 一 个 “Function Editor” 和 窗口 ， 按 照 以 下 步 
又 定义 函数 : 

1) 在 数字 输入 按钮 上 方 的 下 拉 列 表 框 内 选择 y， 作 为 设置 的 变量 ， 在 Result 窗口 中 出 
现 1Y| 。 
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2) 在 “Result =” 编 辑 框 中 写 入 载 集 疯 数 : 9800 (4-|Y| ) 。 

3) 保存 文件 : 选择 File > Save， 输 入 文件 名 ， 如 waterpress ， 文 件 被 保存 在 当前 工作 日 
录 下 ， 文 件 扩 展 名 为 func。 

4) 关闭 和 窗口 选择 Pile > Close。 

在 使 用 定义 好 的 压力 函数 之 前 ， 先 把 孔 数 从 文件 恋人 和 人， 定义 函数 名 称 。 选 择 Utility Menu: 
Parameters > Functions > Read from file. 将 定义 好 的 . func 文件 # Ta 任意 给 定 一 个 参数 名 ,， 
表示 随 之 将 施加 的 载 何 (如 ,press) > OK。 

百 接 把 静水 压 施加 到 在 水 平面 以 下 的 结 点 上 (y 坐标 小 于 等 于 4) 。 先 设 定 显示 控制 方 
式 ， 在 显示 单元 网 格 的 时 候 显示 结 点 编写。 选择 Utility Menu: PlotCtrls > Numbering > Node 
numbers. ON > OK, 

为 保证 能 正确 定义 载 集 ， 先 选择 坝 体 截 面 上 受到 水 压 作用 的 佟 边 ， 青 选择 和 佟 边 上 的 结 
点 ， 并 显示 这 些 结 点 。 

1) 选取 坝 体 截面 上 受到 水 压 作 用 的 斜 边 。 选 择 Utility Menu: select > entities > line，by 
num and pick > OK > 选取 笠 边 > OK。 

2) 选择 并 显示 在 笠 边 上 的 结 点 。 选 择 Utility Menu: select > entities > node > attatched to; 
lines, all > OK; Utility Menu: Plot > Nodes 。 选取 在 水 平面 以 下 的 结 点 ， 定 义 载 何 ， 选择 
Main Menu: Solution > Define Loads > Apply > Structure > Pressure > On Nodes > 依次 拾取 需要 是 
义 载 集 的 结 点 > OK > 在 下 拉 列 表 框 中 ， 选 择 : Existing table > OK > 选择 前 面 定 义 好 的 载 答 
参数 名 (如 ,press) > OK 。 

选择 Utility Menu: select > everything， 释 放 由 刚才 选取 结 点 操作 所 形成 的 结 点 选择 集 ， 
选择 全 部 对 象 。 

(3) 给 定 重 力 “” 和 选择 Main Menu: Solution > Define Loads > Apply > Structural > Inertia > 
gravity > 在 弹出 的 对 话 框 中 ,输入 ACELY: 9.8 > OK。 

6. 求解 

为 保证 能 正确 求解 ， 在 计算 前 和 完 执行 以 下 命令 ， 将 求解 对 象 设 为 全 部 实体 。 选 择 Utility 
Menu: select > everything。 执行 计算 命令 . 选择 Main Menu. Solution > Solve > Current LS > 关 
| 及 “/Status” 衡 口 ，OK( 关闭 “Current Load Step” 和 窗口 ) > OK。 

7. 计算 结果 分 析 

1) 调用 通用 后 处 理 模块 的 命令 ， 以 云 纹 图 的 形式 显示 计算 结 

显示 坝 体 截面 变形 ， 选 择 Main Menu > General Postproc > Plot Results > Deformed Shape > 
选择 ，Def + Undeformed > OK 。 

用 云 纹 图 方式 显示 了 方 回 的 位 移 分量 ， 选 择 Main Menu > General Postproc > Plot Results 

> Contour Plot > Nodal Sol > 选择 . DOF solution ，UY;， Def + Undeformed > OK 。 

用 云 纹 图 方式 显示 正 应 力 o,: 选择 Main Menu > General Postproc > Plot Results > Contour 
Plot > Nodal Sol > 选择 . Stress,SX:; Def + Undeformed > OK 。 

2) 显示 沿 x=2.5 二 线 上 yx 方 问 正 应 力 的 分 布 。 

首先 定义 路 径 。 选 择 Main Menu > General Postproc > Path Operations > Define path > By loca- 
tion > Name 输入 pathl > OK >NPT 输入 1，x、y、z 分 别 为 2.3, 0, 0>OK>NPT 输 入 2, x、Jy、 
z 分 别 为 2.5,， 3$,，0>OK>CANCEL。 
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将 计算 结果 到 映射 到 路 径 上 : 选择 Main Menu: General Postproc > Path Operations > Map 
onto path > Lab 输入 路 径 名 称 xstress， 选 择 stress，X-direction sx > OK。 

绘 出 路 径 上 的 天 方向 正 应 力 分 布 。 选 择 Main Menu ，General Plostproc > Path Operations > 
Plot path item > on graph > 选择 路 径 xstress > OK。 

如 果 定 义 了 多 条 路 人 径 ， 在 绘 出 路 径 上 的 计算 结果 之 前 要 先 指 定 一 条 路 人 径 ， 选择 Main 
Menu: General Plostproc > Path Operations > Recall Path 。 

相应 地 ， 也 可 以 删除 已 经 定义 好 的 路 径 : 选择 Main Menu: General Plostproc > Path Opera- 
tions > Delete Path 。 

把 沿路 径 的 计算 结果 保存 到 外 部 文件 : 选择 Main Menu: General Plostproc > Path Opera- 
tions > Archive Path > Store > Paths in fle。 














4.3 hh 方法 结构 分 析 





有 限 元 方法 是 一 种 近似 算法 ， 有 限 元 分 析 的 计算 结果 与 真实 解答 存在 一 定 偏 差 。 这 种 偏 
差 的 主要 来 源 是 建立 模型 的 近似 人 处理， 以 及 单元 离散 化 所 带 来 的 计算 误差 。 主 要 采用 两 种 方 
法 来 降低 单元 离散 化 产生 的 误差 : 一 是 增加 单元 数量 ， 被 称 为 方法 ; 二 是 提高 单元 位 移 上 部 
数 多 项 式 的 阶 次 ， 被 称 为 p 方法 。 

在 进行 结构 分 析 的 时 候 ， 增 加 单元 数量 (或 密度 )， 用 更 多 的 分 片区 域 来 近似 夏 实 解 ， 更 
好 地 反映 未 知 国 数 的 变化 ， 这 种 方法 被 称 为 h 方 法 (h-method) 结 构 分 析 。 例 4-1 市 中 心 圆 筷 方 
板 问题 计算 出 的 应 力 分 布 表 明 ， 在 圆 孔 边缘 处 应 力 分 量 $. 变化 较 大 。 按 照 h 方 法， 为 提高 计 
算 精 度 可 以 采用 整体 加 密 单 元 网 格 的 方法 ， 也 可 以 采用 在 圆 孔 边缘 处 加 密 单元 网 格 的 方法 。 

例 4-3: 对 于 例 4-1 中 的 市 中 心 圆 孔 方 板 ， 在 圆 筷 的 边 绿 处 加 密 三 角形 单元 网 格 。 显 示 x 
方向 正 应 力 在 垂直 方向 对 称 轴 上 的 分 布 。 

如 图 4-9 所 示 ， 把 圆 孔 边 单元 局 部 细 化 后 ， 三 结 点 三 角形 单元 数目 为 268。 在 垂直 对 称 
面 上 x 方 回 正 应 力 分 量 5, 的 变化 如 图 4-10 所 示 ， 计 算出 的 最 大 的 正 应 力 值 由 127. 44MPa 增 
加 到 139. 892MPa。 
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图 4-9 边缘 加密 的 三 角形 单元 网 格 图 4-10 边缘 加 密 三 角形 单元 网 格 后 正 应 力 分 量 S, 的 变化 
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例 4-4: 对 于 例 4-1 中 的 带 中 心 圆 孔 方 板 ， 整 体 加 密 三 角形 单元 网 格 ， 显 示 > 方向 正 应 
力 在 牌 直 方向 对 称 轴 上 的 分 布 。 

如 图 4-11 所 示 ， 整 体 加 密 后 的 三 结 点 三 角形 单元 数目 为 436。 在 垂直 对 称 面 上 x 方 癌 正 
应 力 分 量 $, 的 变化 如 图 4-12 所 示 ， 计 算出 的 最 大 正 应 力 什 由 127.44MPa 增加 到 
138. 593MPa。 将 两 种 加 密 方案 的 计算 结果 相 比 较 ， 采用 内 孔 边 缘 加 密 的 方案 能 够 用 比较 少 
的 单元 获得 精度 相当 的 计算 结果 。 
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图 4-11 整体 加 密 的 三 角形 单元 网 格 图 4-12 ”整体 加 密 三 角形 单元 网 格 后 正 应 力 分 量 5, 的 变化 

为 了 对 比 不 同类 型 单元 的 计算 结果 ， 接 下 来 用 四 边 形 四 结 点 单元 建立 带 中 心 孔 方 板 的 有 
限 元 模型 ， 比 较 垂 下 对 称 轴 上 x% 方 回 正 应 力 的 计算 结 

例 4-5: 对 于 例 4-1 中 的 问题 ， 保 持 在 边界 线段 上 所 设置 的 单元 边 数 不 变 ， 而 采用 四 结 
点 四 边 形 单元 (在 ANSYS 软件 中 选择 PLANE42 单元 ) 计 算 慌 直方 向 对 称 轴 上 的 x 方向 正 应 力 
分 量 的 分 布 。 

如 图 4-13 所 示 ， 四 边 形 单元 数目 为 76。 垂 直方 回 对 称 轴 上 的 * 方 回 正 应 力 分 量 5S, 的 变 
化 如 图 4-14 所 示 ， 最 大 的 正 应 力 值 为 148. 372MPa。 
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图 4-13 ”四 结 点 四 边 形 单 元 网 格 图 4-14 采用 四 结 点 四 边 形 单元 后 正 应 力 分 量 5, 的 变化 
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例 4-6: 对 于 例 4-1 的 问题 ， 仍 然 用 四 结 点 四 边 形 单元 (PLANF42 ) ， 在 圆 孔 边缘 加密 单 
元 ,计算 垂下 方向 对 称 轴 上 的 x 方 同 正 应 力 分 量 的 分 布 。 


如 图 4-15 所 示 ， 加 密 后 的 单元 数目 为 148。 垂 直方 回 对 称 轴 上 的 x 方 同 正 应 力 分 量 5， 
的 变化 如 图 4-16 所 示 ， 最 大 值 为 164. 800MPa 。 
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图 4-15 加 密 后 的 四 结 点 四 边 形 单元 网 格 





图 4-16 加 密 后 四 结 点 四 边 形 单元 的 
正 应力 分 量 $ 的 变化 





4.4 Pp 万 法 结构 分 析 





不 增加 单元 数量 而 通过 提高 单元 位 移 函 数 所 包含 的 多 项 式 项 的 阶 深 ， 在 单元 内 部 更 准确 
地 反映 位 移 变 化 ， 从 而 提高 计算 精度 ， 这 种 方法 被 称 为 p 方法 (p-method ) 结 构 分 析 。 通 党 增 
加 单元 的 结 点 数目 就 能 提 融 位 移 插值 函数 的 阶 深 。 

用 六 结 点 三 角形 单元 (Plane82 ) 计算 例 4-1 问题 的 应 力 分 布 。 如 图 4-17 所 示 ， 单 元 数目 为 
196。 在 垂直 对 称 面 上 yx 方向 正 应 力 分 量 $ 的 变化 如 图 4-18 所 示 ， 最 大 值 为 160. 160MPa。 
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图 4-17 六 结 点 三 角形 单元 网 格 


图 4-18 六 结 点 三 角形 单元 的 正 应 力 分 量 S, 的 变化 
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同样 用 八 结 点 四 边 形 单元 计算 例 4.1 问题 的 应 力 分 布 ， 单 元 划分 方案 与 图 4-18 的 单元 
划分 方案 相同 ， 如 图 4-19 所 示 。 在 垂直 对 称 面 上 > 方 问 正 应 力 分 量 $, 的 变化 如 图 4-20 所 
示 ， 最 大 值 为 155. 869MPa _。 

把 图 4-20 中 的 计算 结果 与 图 4-14 的 计算 结果 做 对 比 ， 把 图 4-18 的 计算 结果 与 图 4-12 的 
计算 结果 做 对 比 ， 可 以 发 现 : 采用 六 结 点 三 角形 单元 的 计算 精度 比 采 用 三 结 点 三 角形 单元 的 
计算 精度 要 高 ; 采用 八 结 点 四 边 形 单 元 的 计算 精度 比 采 用 四 结 点 四 边 形 单元 的 计算 精度 要 
高 。 主 要 原因 就 是 六 结 点 三 角形 单元 和 八 结 点 四 边 形 单 元 的 位 移 插值 冰 数 的 阶 次 更 高 。 
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图 4-19 八 结 点 四 边 形 单元 网 格 图 4-220 八 结 点 四 边 形 单元 的 正 应 力 分 量 S, 的 变化 


4.5 ANSYS 的 p 方 法 结构 分 析 











在 进行 p 方 法 结构 分 析 的 时 候 ， 需 要 提高 单元 形 晒 数 的 阶 次 ， 如 果 采 用 4.3.2 市 中 的 做 
法 ， 每 次 计算 前 要 重新 划分 单元 网 格 ， 那 么 采用 p 方法 就 很 不 方便 。ANSYS 软件 的 p 方法 
结构 分 析 的 步骤 与 一 般 绪 构 分 析 方 法 的 基本 步骤 相同 ， 只 要 选用 文 持 p 方法 的 单元 完成 网 格 
划分 就 可 以 。ANSYS 软件 的 p 方法 结构 分 析 的 基本 原理 如 下 : 

1) 选用 文 持 P 方法 的 单元 。 

2) 设 定 收敛 标准 。 

3) 人 先 用 给 定 阶 次 的 单元 形 另 数 求解 。 

4) 有 选择 地 提 融 单 元 形 涵 数 的 阶 次 重新 计算 ， 经 过 硅 干 次 迭代 达到 收敛 要 求 。 

ANSYS 的 p 方 法 结构 分 析 有 以 下 优点 : 

1) 避免 了 每 开 的 单元 网 格 划 分 操作 。 

2) 用 较 少 的 单元 数量 达到 较 高 的 计算 精度 。 

3) 可 以 控制 计算 的 误差 .， 达到 用 户 指 定 的 精度 要 求 。 

下 面 用 p 方法 计算 例 4-1 所 示 带 中 心 圆 孔 方 板 的 应 力 分 布 。 

1) 选择 p 方法 结构 分 析 的 用 户 图 形 界 面 。 选 择 Main menu > preference， 弹 出 如 图 4-21 
所 示 的 用 户 图 形 界 面 过滤 对 话 框 ， 在 “Discipline options” 单 选 杠 中， 选择 p 方法 结构 分 析 
(p-Method Struct. ) 。 这 样 做 可 以 过 滤 挥 与 p 方法 无 关 的 命令 函数 ， 使 半音 操作 更 便利 。 
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图 4-21 用 户 图 形 界面 过 滤 对 话 框 
2) 选择 p 方法 单元 PLANE145， 该 单元 默认 的 形 函 数 阶 次 为 2 ~8。 选 择 Main menu > 
Preprocessor > Add/Edit/Delete， 弹 出 如 图 4-22 所 示 的 单元 库 对 话 框 。 由 于 在 用 户 图 形 界 面 
对 话 框 中 选择 了 p 方法 结构 分 析 ， 单 元 库 中 不 相关 的 单元 类 型 没有 显示 出 来 。 选 择 其 中 的 p 
方法 单元 PLANE145 。 
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图 4-22 p 方 法 的 单元 库 对 话 框 
PLANE45 单元 是 一 个 八 结 点 的 四 边 形 单元 ， 每 个 结 点 有 两 个 未 知 变 量 , x 方 品 和 Y 方 回 











的 位 移 。 单 元 几何 形状 变换 的 形 了 水 数 是 2 阶 的 ,与 5.3 市 中 等 参 单元 的 形 函 数 相 同 。 单 元 未 
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知 量 的 形 孔 数 是 2 至 8 阶 的 多 项 式 。 根 据 单 元 未 知 量 形 函 数 的 阶 次 ， 选 择 不 同 数量 的 积分 点 
进行 数值 积分 。 

3) 定义 材料 参数 ， 建 立 几 何 模型 ， 划 分 单元 网 格 。 这 部 分 的 软件 操作 与 例 4.1 中 的 操 
作 完 全 相同 ， 不 再 重复 。 

4) 定义 几何 约束 与 载 集 。 几 何 约束 与 载 合 的 定义 方式 与 例 4.1 相同 ， 不 再 重复 。 

5) 定义 收敛 准则 。 在 求解 之 前 ， 用 户 要 定义 计算 结果 收敛 标准 和 偏差 限制 。 选 择 Main 
menu > Solution > Load Step Opts > p-Method > Convergence Crit， 弹 出 如 图 4-23 所 示 的 默认 收 
敛 标准 对 话 框 。 软 件 默认 的 收敛 标准 是 整体 弹性 应 变 能 ， 偏 差 限制 为 5% 。 当 两 次 计算 的 整 
体 弹 性 应 变 能 的 偏差 小 于 5% ， 就 认为 计算 结果 已 经 收敛 。 


MFT | Xx| 


Cefault Specifications: 




















Toler to) Item Comp Mode surf 


【DEFault) 





la 





Close | Help | 





图 4-23 ”默认 的 收敛 标准 对 话 框 

用 户 也 可 以 选择 某 个 特定 位 置 的 某 个 变量 作为 收敛 标准 ， 如 等 效应 力 、 应 力 分 量 或 位 移 
分 量 。 点 击 图 4-23 所 示 对 话 框 的 “Replace” 按 钮 ， 选 取 了 特定 位 置 上 的 某 个 结 点 之 后 ， 弹 
出 如 图 4-24 所 示 的 添加 p 方法 收敛 标准 对 话 框 。 如 图 4-24 所 示 ， 选 择 等 效应 力作 为 收敛 标 
准 ， 偏 差 限制 设 为 1% ， 结 点 编号 为 32 。 

p 方法 结构 分 析 的 收敛 标准 ， 也 可 以 直接 用 ANSYS 提供 的 用 户 指令 PCONYV 来 定义 。 用 
户 指 令 的 格式 如 下 : 

PCONV, TOLER, ltem, Comp, NODE, Surf 

其 中 各 指令 参数 的 含义 如 下 : 

TOLER ， 收 敛 容 限 百分比 ， 默 认为 5( 即 5% )。 

Iem， 作 为 收敛 标准 的 项 目 ， 黑 认 项 目 为 总 应 变 能 SE。 

Comp， 项 目 Item 的 分 量 。 

NODFE ， 检 查收 敛 条 件 的 位 置 的 结 点 编号 。 

Surf， 在 板 壳 分 析 时 使 用 ， 指 定 检查 收敛 条 件 的 单元 稚 面 。 
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图 4-24 添加 p 方 法 收敛 标准 对 话 框 
6) 求解 。 求 解 操 作 与 例 4-1 相同 ， 不 再 重复 。 
7) 查看 计算 结果 。 选 择 Main Menu > General Postproc > Results Summary ， 在 查看 计算 结 
果 之 前 和 完 查 看 结果 总 结 ， 查 看 是 否 有 多 个 迭代 结果 
用 图 形 方式 显示 计算 结果 的 操作 步骤 与 例 4-1 相同 。 图 4-25 给 出 了 x 方向 正 应 力 分 量 分 
布 的 云 纹 图 ， 同 时 显示 了 单元 网 格 。 
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图 4-25 x 方向 正 应 力 分 量 的 云 纹 图 
与 h 方法 分 析 结 末 不 同 的 是 ， 可 以 查看 单元 形 函 数 的 阶 次 。 选 择 Main Menu > General 
Postproc > Plot Results > p-Method > p-Levels 
显示 如 图 4-26 所 示 的 单元 未 知 量 形 函数 多 项 式 阶 次 分 布 。 在 离开 中 心 孔 较 远 的 位 置 应 
力 变 化 不 剧烈 ， 形 函数 的 阶 次 保持 为 2 阶 。 在 徘 近 中 心 孔 筷 边 的 位 置 应 力 变 化 剧烈 ， 形 函数 
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阶 次 为 4 和 5。 从 图 4-26 可 以 看 出 ,程序 有 选择 地 调整 了 部 分 单元 的 形 了 水 数 阶 次 。 
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图 4-26 P 单 元 形 函 数 的 多 项 式 阶 次 
进行 下 面 操 作 可 以 查看 随 单 元 形 子 数 阶 次 提高 ，P 分 析 的 收敛 过 程 。 选 择 Main Menu > 
Ceneral Postproc > Plot Results > p-Method > p-Convergence。 
图 4-27 显示 了 p 分 析 的 收敛 过 程 。 图 4-27 的 横 坐 标 是 单元 形 函 数 的 阶 深 ， 纵 坐标 是 收 
敛 标 准 的 取 值 。 在 这 里 ， 收 钱 标 准 是 结 点 32 处 的 等 效应 力 。 随 春 单元 形 函 数 阶 次 由 2 增加 
到 4， 绪 点 32 处 的 等 效应 力 同 步 增加 。 当 形 函 数 阶 次 由 4 增加 到 5， 等 效应 力 不 再 增加 ， 两 
次 计算 的 偏差 在 用 户 设 定 的 1% 以 内 ， 计 算 结 束 。 
165 
164 
163 
162 
161 


结 点 32 处 的 等 数 应 力 
2 
一 


(An 


1 3 
2 ~ 一 一 —z r We 
单元 形 函 数 的 阶 次 


图 4-27 p 分 析 的 收敛 过 程 
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4.6 用 动画 方式 显示 计算 结果 





ANSYS 软件 提供 了 把 计算 结果 转化 为 动画 的 功能 ， 可 以 连续 地 显示 结构 受 力 变形 过 程 ， 
基本 操作 步骤 如 下 。 


1) 如 图 4-28 所 示 ， 从 功能 采 单 中 选择 mm 



























plorGrls S Armmate 3 
单 中 包括 以 不 同方 式 创建 动画 的 菜单 功能 ，? viw scises ”  ， 
播放 动画 的 亲 单 功能 Replay Animation ， 保 Humbering ... 
存 动画 的 菜单 功能 Save Animation 。 ee | } 

2) 使 用 采 单 功能 Deformed Results ， 选 Font Controls } 
择 计算 结果 并 以 动画 形式 显示 在 变形 后 的 模 sso， 
型 上 。 点 击 末 单 后 ， 显 示 将 结 点 计算 结果 生 Mode Shape ... 

Annot ation bp Cye Traveling Wave 








成 动画 的 对 话 框 ， 如 图 4-29 所 示 。 


Deformed Shape .. 


Dewice Options ... Deformed ResmLts .. 


Redirect Fluots k 


在 “No，of frames to create” 编辑 框 中 ， 


Hard Copw 





输入 动画 包括 的 帧 数 ( 即 整 个 动画 文件 由 多 
少 幅 静止 图 片 组 成 ) ;在 “Time delay ( sec- 


Save Flot Ctrls 


Restore Flot Ctrls 


Reset Flot Ctrls 





Drvwer Time ... 


Time-harmonie ... 


Dver Fesults ... 


Q-Slice Contours .. 
DQ-Slirce Vertors .. 


Tsosurfaces ... 










onds)” 编 辑 框 中 ,输入 两 帧 之 间 的 延迟 时 
间 ; 通过 两 个 列表 框 选 择 将 要 显示 的 计算 结 
果 ， 选 择 结 果 显 示 在 “Contour Nodal Solu- 
tion Data” 编 辑 框 中 。 

选 定 计算 结 采 后 ， 例 如 y 方 回 的 位 移 放 
量 ，， 点 击 按钮 “OK” 创建 出 动画 ， 随 后 
自动 播放 已 经 创建 出 的 动画 视频 。 同 时 ， 弹 


Capture Imaee 









Farticle Flow ... 
Restore Image lst 


Prite Metafile kb 





Retlay hrnimation .. 





Mlti~-Flot Controls 
MaLtI-Wirmdow Layrout 


Sawve Prnimatior ... 
Restore hnimation ... 








Best Buality Image 


Animate 子 菜 单 


图 4-28 


了 Aniaate Hodal solution Data 


hnimation data 


Ho. uf frames to create 


Time delay [seconds) 


[FLNHSOL] Contour Hadal Solutivrn Data 


DOF solutiorn 
Stress 
Stralin-total 
Frner ev 

Strailn ener dens 
Straln-elastie 
Straln-thermal 
Strain-plastie 
Straln~ creep 


Ttem,Comp Ttem to be contoured Translation 


[anslation Ux 
Help ] 


Cancel | 





图 4-29 ”将 结 点 计算 结果 生成 动画 的 对 话 框 
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出 一 个 播放 动画 的 控制 面板 ， 如 图 4-30 所 示 。ANSYS 软件 会 重复 播放 已 经 创建 的 动画 。 可 
以 把 动画 保存 后 再 来 播放 。 

3 ) 保存 已 经 创建 出 的 动画 视频 。 选 择 功 能 菜单 Plot Ctrls > Animate > Save Animation... ,将 
动画 视频 保存 成 AVI 格式 的 文件 。 用 Windows 操作 系统 所 带 的 媒体 播放 器 就 可 以 播放 AVI 文件 。 





上 ni1mat1on CoO... Ed 


Frame Sol 10 


f ForwardyBackward 
fs Fonmard Dnly 


Start | sam | 
Next | Prewious 
[Close | Help | 





图 4-30 ”播放 动画 的 控制 面板 
习 型 


1. 融 基 座 坝 体 的 应 力 分 析 。 给 图 4-1 所 示 的 等 截面 长 挡 水 坝 增 加 一 个 混凝土 基 座 ， 如 题 岁 4-1 所 示 ， 
坝 体 基 座 固定 在 地 基 中 。 其 他 条 件 和 材料 参数 与 图 4-1 所 示 的 问题 相同 ， 坝 体 在 斜 边 上 受到 水 压 作 用 ， 水 
平面 距 坝 底 的 高 度 为 4m。 在 题 图 4-2 中 给 出 了 水 坝 截 面 特征 点 的 位 置 。 














| 1.2m | 





0 8 
0.8m 区 
-| 


4.6m 7 6 


局 图 4-1 有 基 座 的 扫 水 坝 截 面 题 图 4-2 ”截面 特征 点 位 置 
完成 分 析 计 算 并 回答 以 下 问题 。 
1) 完成 带 底 等 截面 长 座 坝 体 的 有 限 元 建 模 与 分 析 ， 夯 出 x =1.5 截面 上 的 等 效应 力 分 布 图 ， 原 点 位 置 
在 题 网 4-2 中 的 特征 点 1。 
2) 简要 回答 ， 为 什么 等 截面 长 坝 体 可 以 当做 弹性 力学 平面 应 变 问 题 。 
3) 把 问题 中 的 带 底 座 坝 体 按 照 平面 应 力 问题 进行 分 析 ， 计 算 结 采 有 什么 不 同 ? 
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建 模 提示 : 

(1) 生成 几何 模型 

1) 生成 特征 点 。Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Keypoints > In Active CS > 依次 输入 8 个 点 
的 坐标 : 1(0,0), 2(1.8,5), 3(3,5), 4(3,0), 5(3.8,0), 6(3.8,—1.5), 7( -0.8,-1.53)，8( -0.8,0) 一 
OK。 特 征 点 位 置 如 题 图 4-2 所 示 。 

2) 生成 坝 体 截面 。 先 创建 一 个 梯形 几何 面 ，Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Arbi- 
trary > Through KPS > 依次 拾取 特征 点 1，4，3，2 > OK。 再 创建 一 个 和 矩形 几何 面 ，Main Menu > Preprocessor > 
Modeling > Create > Areas > Arbitrary > Through KPS > 依次 拾取 特征 点 7，6，5$，8 > OK。 将 两 个 独立 创建 的 截面 
用 “ 粘 接 ” 命 令 关 联 起 来 ，Main Menu > Preprocessor > Modeling > Operate > Booleans > Glue > Areas > Pick all > 
OK。 也 可 以 用 其 他 方式 创建 坝 体 截面 ， 例 如 直接 用 8 个 特征 点 建立 几何 面 。 

(2) 划分 单元 网 格 Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh Tool > ( Size Controls ) lines: Set > 依次 拾 
取 线 段 23 ， 线 段 14: OK > 输入 ，NDIV: 8 > Apply。 依 次 拾取 线段 12, 线段 34 > OK > 输入 ，NDIV: 20 > 
APPLY。 拾 取 线 段 67 > 输入，NDIV: 14 > OK。( 回 到 “Mesh tool” 对 话 框 ) Mesh: Areas，Shape: Quad ， 
Mapped > Mesh > 拾取 面 Al (in Picking Menu) > Apply。( 回 到 “Mesh tool” 对 话 框 ) Mesh: Areas，Shape: 
Quad，Free > Mesh > 拾取 面 A2 (in Picking Menu) > OK。 

2. 带 中 心 圆 孔 方 板 如 题 图 4-3 所 示 ， 长 宽 均 为 工 = 100cm， 厚 度 为 Sem， 内 和 孔 的 半径 为 尺 =Sem。 左 右 
两 侧 均 受 到 均 布 拉力 作用 ， 受 到 的 均 布 拉力 为 9 =50MPa。 材 料 的 弹性 模 量 为 已 =2.1 x10”MPa， 届 服 极限 
0, =240MPa， 泊 松 比 为 0. 3。 

1) 试 求 在 及 用 上 述 几 何 尺 寸 时 ， 了 筷 边 x 方向 正 应 力 的 应 力 集中 系数 。 

2) 分 析 几 何 尺 寸 L，R 的 取 值 对 孔 边 x 方向 正 应 力 的 应 力 集中 系数 的 影响 。 

3. 一 侧 固 定 的 方 板 如 题 图 4-4 所 示 ， 长 宽 均 为 1m， 厚 度 为 5cm， 方 板 的 右 侧 受到 均 布 拉力 gq =200MPa 
的 作用 。 材 料 的 弹性 模 量 为 k=2.1 x10 MPa， 泊 松 比 为 0.3。 对 方 板 采用 两 种 不 同位 移 约束 方式 进行 计 
算 ， 分析 采用 那 种 约束 方式 比较 合理 。 位 移 约束 方式 如 下 : 

















] 


， 


| lm ,| im 
题 图 4-3 市 有 中 心 圆 孔 的 正方 形 板 题 图 4-4 方 板 示意 图 





1) 对 12 边 同 时 施加 x 和 ;方向 的 位 移 约束 ; 

2) 对 12 边 施 加 x 方向 的 位 移 约束 ， 对 12 边 的 中 间 一 点 施加 yy 方向 的 位 移 约束 。 

4. 如 题 图 4-5 所 示 和 矩形 等 厚度 注 板 在 中 心 部 位 有 一 椭圆 形 孔 ， 
在 两 个 侧 边 受 线性 分 布 的 侧 压 bp 作用。 椭圆 形 孔 的 长 轴 为 24、 短 轴 
为 20。 尺 十 参数 为 : a =20mm, b=10mm, c=80mm，,，d =40mm。 线 
性 分 布 侧 压 的 最 大 值 为 20MPa。 材 料 的 弹性 模 量 为 已 =2.1 x10 MPa， 
泊 松 比 为 0.3。 

1) 用 ANSYS 软件 分 析 该 薄板 的 内 应 力 分 布 ; 

2) 计算 椭圆 形 孔 边 的 应 力 集中 系数 。 题 图 4.5” 带 椭圆 形 孔 的 矩形 板 
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等 参 单 元 是 有 限 元 法 所 使 用 的 主要 单元 类 型 ， 在 结构 分 析 中 广泛 应 用 。 等 参 单 元 的 提出 
在 有 限 元 法 的 发 展 过 程 中 具有 重要 的 地 位 。 本 章 冯 和 完 介 绍 四 结 点 矩形 单元 的 位 移 模 式 ， 并 与 
三 结 扣 三 角形 单元 做 对 比 。 其 次 ,介绍 等 参 单元 的 基本 概念 ， 以 四 边 形 八 结 点 等 参 单 元 为 例 
给 出 等 参 单 元 位 移 的 形 孔 数 。 针 对 四 边 形 八 结 点 等 参 音 元， 介绍 如 何 建立 等 参 单 元 的 单元 刚 
度 和 矩阵 ， 并 简介 用 于 求解 三 维 问题 的 六 面体 等 参 单 元 。 






































5.1 四 结 点 和 矩形 单元 


在 前 面 的 章节 中 研究 了 三 结 点 三 角形 单元 ， 如 果 人 研究 的 平面 问题 的 几何 形状 是 和 抢 形 ， 可 
以 选择 四 结 点 的 矩形 单元 ， 如 图 5-1 所 示 ， 该 矩形 单元 的 边 与 坐标 轴 平 行 , 在 x 及 7 方向 的 
边 长 分 别 为 2a 和 20。 

同 第 3 曹 的 方法 类 似 ， 将 单元 的 位 移 模式 选 为 完全 多 项 
式 序 列 的 前 4 项 ， 








p(—a,b) m(a,b) 


了 
U=al 十 0DOX 十 Q3Y 十 Q4XY 
(5-1) 2p 党 


v=as 十 Q6X% 十 QIY 十 Q8XY 
为 了 确定 式 (5-1) 中 的 系数 ， 可 以 将 结 点 坐标 与 结 点 位 
移 分 量 珊 和信， 然后 进行 矩阵 求 逆 的 运算 ,得 到 如 式 (5-2) 所 
示 用 形态 函数 表示 的 单元 位 移 。 
u=Nu, +Nu +Nu, +N,u, 
v=Niv; + Nv + Nv, t+ N,v, (5-2) 
Ni 就 是 插值 末 数 ， 为 避免 进行 矩阵 求 逆 的 运算 和 索 琐 的 推导 ， 通 帝 采 用 目 然 坐标 的 拉 
格 明日 插值 多 项 式 二 接 构 造形 态 男 数 。 
对 于 包含 nn 个 结 扣 的 一 维 单 元 ， 结 点 参数 是 场 函数 的 结 点 值 ， 则 单元 内 的 场 函 数 可 以 用 
插值 水 数 表示 为 ， 


i{-a,—b) Ja -0) 





图 5-1 ”四 结 点 矩形 单元 











b= 之 Ni 和 
在 ; 结 点 上 ， 一 维 问题 的 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 为 
N(x) = 1 (x) = ] 研一 和 (5.3) 
当 n=2 时 ， 
WE 
Xl 一 2 NX, XI 
为 方便 构造 单元 插值 函数 ， 引 入 自然 坐标 ， 
X% 一 %r 


“= (5-4) 


. 09 . 
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Ni +% MY 一 区 a 
| 
式 (5-3) 表 示 为 
1 (E) = TI 7 (5-5) 
Pr Ct 


当 n=2 时 ， i= = 03=1, 
Ni (6 = 5, N(é) =— 


对 于 图 5-1 所 示 的 四 结 者 点 矩形 单元 ， 引 人 自然 坐标 , 《= 一 ,97= 全， 在 自然 坐标 中 的 正 


方形 如 图 5-2 所 示 。 p(-1,1) m(1,1) 
用 两 个 方向 上 的 插值 多 项 式 的 乘积 ， 可 以 构造 出 目 
然 坐 标 中 正方 形 单元 的 插 信 郴 数 。 
由 式 (5-5 ) 可 得 在 & 轴 方 向 上 ， 
1(€) = (的 = THE, 1,(€) = He, (二 = 
在 7 ee J j(1.—1) 


/1(7) = 7, 1 (7n) = a 

















5 1 +7 
7 E 
,ln (7) 7 » (7) 图 5-2 ”自然 坐标 系 中 的 正方 形 单元 


在 结 点 上，N;=L(E)L(W) = 二 (1 -8)(1 一作 
在 总 体 坐 标 系 下 ， 结 点 ;的 形态 函数 为 ， 


0 


同样 ， 可 以 得 到 其 他 三 个 结 点 上 的 形态 函数 


1 7 
w= 了 (0 二] 


(3-0) 





上 述 单元 位 移 模 式 满足 位 移 模式 选择 的 基本 要 求 . 

1) 反映 了 单元 的 刚体 位 移 和 常 应 变 。 

2) 单元 在 公共 边界 上 位 移 连 续 。 

在 抢 形 单元 的 边界 上 ， 坐 标 x 和 y 的 其 中 一 个 取 常 量 ， 因 此 在 边界 上 位 移 是 线性 分 布 
的 ， 由 两 个 结 点 上 的 位 移 确定 。 

与 三 结 点 三 角形 单元 相 比 ， 四 结 点 矩形 单元 的 位 移 模式 是 坐标 的 二 次 函数 ， 也 能 够 提高 
计算 精度 ， 但 也 有 显著 的 缺点 ， 两 种 单元 的 比较 如 表 5-1 所 示 。 
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表 5-1 三 结 点 三 角形 单元 与 四 结 点 矩形 单元 比较 
单元 类 型 优点 缺点 
三 结 点 三 角形 单元 | ”适应 复杂 形状 ， 单 元 大 小 过 渡 方便 计算 精度 低 
本 元 内 的 应 力 、 应 变 是 线性 变化 的 ， 计 算 ; . es 
四 结 点 矩形 单元 ep 能 通 应 曲线 边界 和 和 非 正 交 的 直线 边界 
又 以 本 





5.2 等 参 单元 的 基本 概念 


与 三 结 扩 三 角形 单元 相 比 ， 和 窍 形 单元 的 结 点 数目 更 多 ， 形 态 函 数 的 阶 次 也 增加 了 ， 能 够 
提高 计算 的 精度 。 采 用 规则 形状 的 矩形 单元 ， 在 求解 问题 时 ， 御 会 遇 到 不 能 适应 边界 形状 的 
困难 。 为 一 方面 ， 如 来 任 童 形状 的 四 边 形 四 结 点 单元 采用 和 矩 形 单元 的 位 移 模 式 ， 则 在 公共 边 
界 上 不 满足 位 移 连续 性 条 件 。 为 了 既 能 得 到 较 高 的 计算 精度 ， 又 能 适应 复杂 的 边界 形状 ， 可 








以 采用 坐标 变换 。 
在 如 图 5-3 所 示 的 任意 四 边 形 单元 上 ， 用 等 分 四 条 边 的 两 族 直 线 分 割 四 边 形 ， 以 两 族 和 直 
线 的 中 心 为 原点 ， 建 立 局 部 坐标 系 (&,n) ， 沿 8 及 增 大 的 方 同 作为 E 轴 和 轴 ， 并 令 四 条 





边 上 的 及 值 分 别 为 +1。 为 了 求 出 位 移 模式 ， 以 及 局 部 坐标 与 整体 坐标 之 间 的 变换 式 ， 
在 局 部 坐标 系 中 定义 一 个 四 结 点 正方 形 和 单元， 如 图 5-4 所 示 。 参 照 矩 形 单 元 确定 形态 也 数 的 
过 程 ， 四 结 点 正方 形 单元 的 位 移 模 式 为 

由 三 人 人 十 AD + Nsus + Nu 

v=Niv +N,v, + Nv + Nv (5-7) 


式 中 ,N= 了 (1 -6) (10D); WT(+6) (1 -nD); Na+é) (+n); N=4(1- 


(4 





$= é=—1 本 
| : 
x 1 n=—1] 2 
图 5-3 ”任意 四 结 点 四 边 形 单元 图 5-4 ”四 结 点 正方 形 单元 
四 个 结 点 的 坐标 为 (&,,m,) ， 定 义 新 的 变量 ， 
Eo =€€, Mo = nm(i=1,2,3,4) (5-8) 
形态 函数 表示 为 
N= (1 +6) (1 +m) (i=1,2,3,4) (5.9) 





把 é 及 ”作为 任意 四 边 形 单元 的 局 部 坐标 ， 把 式 (5-7) 的 位 移 檬 式 和 式 (5-9) 的 形态 函数 
用 于 任意 形状 的 四 边 单元 ， 可 得 : 
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1) 在 四 个 结 点 处 可 以 得 到 绪 点 的 位 移 。 

2) 在 单元 的 四 条 边 上 位 移 线 性 变化 ， 保 证 了 单元 公共 边界 上 位 移 的 连续 性 。 

因此 ， 给 出 任意 四 边 形 单元 的 结 点 位 移 就 能 得 到 整个 单元 上 的 位 移 ， 式 (4-7) 的 位 移 模 
式 就 是 所 要 找 的 正确 的 位 移 模 式 。 

为 什么 采用 局 部 坐标 进行 变换 后 ， 就 能 保证 在 单元 公共 边界 上 的 位 移 连 续 ? 因为 在 四 边 
形 单元 的 任意 一 条 边 上 ， 局 部 坐标 和 _7 中 的 一 个 会 取 为 弟 数 ,单元 边 上 的 位 移 仪 是 局 部 从 
标 E、” 中 一 个 的 线性 函数 ， 所 以 单元 边 上 的 位 移 可 以 由 两 个 端点 上 的 位 移 唯一 确定 。 

把 局 部 坐标 与 整体 坐标 的 变换 式 也 取 为 与 位 移 模式 相同 的 形式 ， 

x = 人 Xi +N,x, + Nx3 + Nx 
y=Niy1 + Ny + N3ys + Naya (5-10) 

将 坐标 变换 式 用 于 任意 四 边 形 单元 ， 可 得 . 

1) 在 四 个 结 点 处 给 出 结 点 的 整体 坐标 。 

2) 在 四 条 边 上 的 整体 坐标 是 线性 变化 的 。 

只 要 给 出 任意 四 边 形 单元 四 个 绪 点 的 整体 坐标 ， 用 式 (5-10) 就 可 以 建立 局 部 坐标 系 中 
的 正方 形 单元 和 整体 坐标 系 中 的 任意 四 边 形 单元 之 间 的 坐标 变换 关系 。 

把 图 5-4 中 在 局 部 坐标 系 中 的 正方 形 单元 称 为 基本 单元 。 把 图 5-3 中 在 整体 坐标 系 中 的 
任意 四 边 形 单元 看 作 由 基本 单元 通过 坐标 变换 得 来 的 ， 称 为 实际 单元 。 

单元 几何 形状 和 单元 内 的 未 知 量 采 用 相同 数 日 的 结 点 参数 以 及 相同 的 插值 孙 数 进行 变 
换 ， 称 为 等 参 变 换 。 采 用 等 参 变 换 的 单元 ， 称 为 等 参 单 元 (Isoparametric element ) 。 

由 于 形态 水 数 NN， 正好 反映 了 单元 形状 的 变化 ， 也 称 为 形 滑 数 ( Shape function ) 。 

采用 等 参 单元 ， 可 以 在 局 部 坐标 系 中 的 规则 单元 上 进行 单元 分 析 ， 然 后 在 映射 到 实际 单 
元 上 。 等 参 单 元 同时 具有 计算 精度 高 和 适用 性 好 的 特点 ， 是 有 限 元 程序 中 主要 采用 的 单元 形 
式 。 等 参 单 元 的 提出 是 有 限 元 法 发 展 成 为 现代 工程 领域 中 广泛 应 用 数 信 分 析 方 法 的 极为 重要 
的 一 步 。 



























































5.3 ”四边形 八 结 点 等 参 单元 


为 了 更 好 地 反映 物体 内 的 应 力 变 化 ， 适 应 曲线 边界 ， 在 弹性 力学 平面 问题 的 分 析 中 经 党 
使 用 四 边 形 八 结 点 等 参 单 元 。 如 图 5-5 所 示 ， 由 于 每 条 边 上 增加 了 一 个 结 点 ， 实 际 单元 的 边 
可 以 是 一 条 二 次 曲线 ， 能 够 更 好 地 适应 曲线 边界 。 

对 于 等 参 单元 ， 先 在 图 5-6 所 示 的 八 结 点 基本 单元 上 进 
行 分 析 。 八 结 点 单元 一 共有 16 个 已 知 的 结 点 位 移 分 量 ， 基 
本 单元 中 取 如 下 的 位 移 模式 : 

UL=a+oE+aT+aE +TaseEn +aoT ta nN +aéEn 
v=b, +bE+DN thE +oEn + +hE N+OoEN 

该 位 移 模式 实际 上 是 一 个 双 二 次 函数 ,待定 系数 由 结 
点 位 移 分量 确 定 。 在 单元 的 每 条 边 上 ， 局 部 坐标 上 = +1 或 
n= 土 1 ， 单 元 某 条 边 上 的 位 移 是 局 部 坐标 和 或 9 的 二 次 函 
数 ， 完 全 由 边 上 的 三 个 结 点 的 位 移 值 确 定 ， 所 以 这 个 位 移 。 图 5-5 四 边 形 八 结扎 单元 











ES 
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模式 满足 位 移 连续 性 条 件 。 实 际 单元 内 的 位 移 用 形 函 数 表 。“， ee 
示 为 
& = 之 六 (9)u 
8 6 
= NE (5-12) 
对 于 这 样 的 八 结 点 单元 ， 我 们 可 以 通过 夯 线 法 来 构造 1 > ) 
单元 的 形 函 数 。 把 待 构造 的 形 函 数 表 示 为 
N = [ f» (é,7) (5-13) 图 5-6 八 结 点 茜 本 单元 


本 
式 中 ，j (é,m) 是 通过 除 结 点 i 之 外 所 有 结 点 的 三 条 直线 方程 1 (&,n) =0 的 左 端 项 ; 太 ” 
(6;,7; LA 坐标 之 后 的 多 项 式 值 。 
=1 时 ,f/f 为 通过 结 点 5、8 的 直线 方程 (linel ) 的 左 端 项 ，f ‘为 通过 结 点 2、3 的 
wo 为 通过 结 点 3、4 的 直线 方程 (line3 ) 的 左 冰 项 ， 如 图 5-7 
所 示 。 
直线 方程 的 左 端 项 为 : 放生 7) = -&-7-1, f/f; (8,n)=é-1, fs (é€,n)=7-l 
得 到 形 函数 N, = 地 (1 -6)(1-n)( -EE-n-1) 
同样 得 到 结 点 2、3 、4 的 形 也 数 为 . 


= 二 (1 +é)(1 -7n)(é-n-1) 





= +é) (1 +n) (E+n-1) 


30 O04 Sr 


当 i=5 时 , f 为 通过 结 点 1、4 的 直线 方程 (linel ) 的 左 端 项 ，f ”为 通过 结 点 2、3 的 
直线 方程 (line2 ) 的 左 闪 项， 加 过 结 点 3、4 的 直线 方程 (line3 ) 的 左 端 项 ， 如 图 5-8 
所 未 。 





图 5-7 确定 结 点 1 形 也 数 的 画 线 法 图 5-8 ”确定 结 点 5 形 函 数 的 画 线 法 
ml (em) el (Cm ml 
得 到 形 函数 Ns = 广 (1 -名 )(1 -要 
同样 ， 可 以 得 到 结 点 6、7、8 的 形 函数 如 下 ， 


沙 
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\ 


N=3(1 -7 ) (1 +é) 
N=3(1-€)(1+n) 


Ns = 二 (1 -7 )(1-é) 
将 形 函 数 归纳 为 ， 
(1 +éE) (1 +Nn) (EE +nn -1)(i=1,2,3,4) 
Ni(é€,n) = (1 6) (1 +nm) (i=5,7) (5-14) 


(1 -mp) (1 +6é) (i=6,8) 


形 函 数 N(E ,7 在 单元 的 : 结 点 上 的 值 为 1， 在 其 他 结 点 上 的 值 均 为 0。 坐 标 变换 式 采 用 
如 下 相似 的 公式 ， 


8 
N,(€,n) x 
1 


7 


Co ll 


y = > N,(€,n)Y; 
将 E=1 代入 式 (5-12)， 可 以 得 到 单元 263 边 在 整体 坐标 下 的 参数 方程 . 


X=an +bn+c 
y=dn ten+f 

可 见 在 整体 坐标 系 中 ， 单 元 的 边 是 一 条 抛物 线 或 退化 为 一 条 直线 。 

如 图 5-9 所 示 ，ANSYS 提供 的 Plane82 单元 是 一 个 四 边 形 八 结 点 等 参 单元 ， 局 部 从 
标定 义 为 s 和 :1。Plane82 单元 可 以 退化 为 三 角形 六 结 点 单元 。Plane82 单元 的 基本 单元 
如 图 5-10 所 示 ， 是 一 曲 边 四 边 形 。ANSYS 理论 手册 中 给 出 的 Plane82 单元 的 位 移 模式 
如 图 5-11 所 示 ， 位 移 模式 与 式 ($-12 ) 展开 后 是 一 样 的 。 注 章 ， 在 这 里 用 s 和 + 来 标记 局 
部 坐标 。 





® 
人 K,L,O 
© J 
时 M J 
或 轴 问 三 角形 选项 


| | 
0 
了 或 径 向 


图 5-9 ANSYS 提供 的 PLANE82 单元 
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上 quation 12. 113. 

=) stl) tu(l+s) (1-t)(s-t-1)+ 
ur(l+s)(1l+t)(s+t—1) +ur(l—-s)(l1+t)( -s+t—-1))+ 
(un(l-s)(l i 


uo(l=8 )(1+1t) 4ugy(l1=8)(1=t)) 
Equation 12. 114. 


也 YY 


党 民 ,U 





Vv = (ull —s)... analogoustou) 


图 5-10 ”Plane82 的 基本 单元 图 5-11 Plane82 单元 位 移 模式 
5.4 等 参 单元 的 单元 分 析 


在 本 方 ， 以 平面 问题 的 四 边 形 八 结 点 等 参 单元 为 例 ， 介 绍 构造 等 参 单 元 的 单元 刚度 矩阵 
的 基本 过 程 。 弹 性 力学 平面 问题 的 单元 刚度 矩阵 为 
K°* = | B DBidxdy 





单元 的 应 变 为 & = B6* 





























单元 的 结 点 位 移 , 6° =[u ov ww .Us v8] 
将 形 冰 数 代 入 后 ， 可 以 得 到 应 变 的 矩阵 表达 式 ， 
OX OX OX vi 
i aN, oN, oN, [5.15】 
9y 9y 9y 
aN, 9N, 0N 0NV， dN, 9Ns || wu, 
0y OX 0y ox Oy Ox vs 
可 得 应 变 定 阵 的 分 块 矩 阵 ， 
oON, 
i 
B=| 0 2 (5-16) 
9y 
aN, 9N, 
Oy ox 


由 于 等 参 单 元 的 形 曙 数 是 局 部 坐标 (上 ,7 ) 的 困 数 ， 因 此 应 变 和 矩阵 [8] 也 是 局 部 坐标 
(&,7) 的 函数 。 在 形成 等 参 单元 的 单元 刚度 矩阵 时 ， 需 要 在 整体 坐标 系 中 对 局 部 坐标 的 函数 
进行 积分 。 可 以 按照 以 下 三 个 基本 步骤 进行 . 

1) 计算 用 局 部 坐标 表示 的 形 也 数 N,(&,n) 对 整体 坐标 x、y 的 偏 导 数 。 

2) 将 整体 坐标 系 中 的 面积 积分 转换 为 在 局 部 坐标 系 中 的 面积 积分 。 

3) 用 数值 积分 计算 出 单元 刚度 矩阵 中 的 元 素 。 

步骤 1) 和 2) 是 等 参 单 元 单元 分 析 的 关键 步骤 。 
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5.4.1 计算 形 函 数 对 整体 坐标 x，y 的 偏 导 数 


* 103 . 


由 于 局 部 坐标 与 整体 坐标 之 间 存 在 坐标 转换 关系 ， 因 此 形 函 数 N, 是 局 部 坐标 的 函数 ， 





9N, oN; ox 0ANioy 
Es 
0€ 0x 06 0y 06 
9N, 9N; ox 9N, oy 
= 
07 ox 907 0y 077 





可 以 写 为 以 下 的 矩阵 表达 式 ， 
aN, gx 9y\/9N; 
9 dé€ 0€ | ax 
oN. Ox 9y 90N; 
0n) 、\97 97 八 9y 
9% 97 
定义 二 
0X 9 
907 07 
ON. aN, 
O06 _J OX 
ON. aN, 
nn) Moy 


同时 也 可 以 看 做 是 整体 坐标 的 函数 。 由 复合 函数 求 导 法 则 可 得 . 


(5-17) 


(5-18) 


矩阵 7 称 为 雅 可 比 和 矩阵 (Jacobian Matrix) ， 单 元 的 整体 坐标 可 以 形 函 数 来 表示 ， 因 此 用 


坐标 变换 公式 可 以 计算 雅 可 比 矩 阵 。 




















oN, 0N， 0N AN| 2 
有 
aN! 9N 9N 
07 07 97 /xs 
由 式 (5-18) 可 得 ， 
aN oN, 
| 3 
aN aN, 
oy an 
9y  _97 
Td -1 071 06 
J J ax ox 
07 9é€ 
将 式 (5-21) 代 入 式 (5-20) 得 到 ， 
oN. 0y 9N; 0y oN 


》1 
)» 


)s 


ON | || gx ON, oxoON, 


一 ”一 -一 直人 
OYy 907 06 9€ 07 


(5-19) 


(5-20) 


(5-21) 


(5-22) 
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这 样 ， 形 哺 数 对 于 整体 坐标 的 偏 导 数 就 表示 为 局 部 坐标 的 函数 。 
s. 4.2 ”将 整体 坐标 系 中 的 面积 积分 转换 为 在 局 部 坐标 系 中 的 面积 积分 
计算 单元 刚度 矩阵 时 ， 要 进行 面积 积分 ， 











K°* = | B DBidxdy (5-23) 
在 整体 坐标 系 中 ， 面 积 微 元 为 x 和 Y 方 回 微 矢量 的 又 乘 的 模 量 ， 
= |dxxdy| (5-24) 


ee 


di = dE + gn dy = jE 


96 








9X | 半 O% YF O% 
4 = (+) oa 
_ {0x90y 0O0XOY 
- - 3 eam 
dA = |J ldédn (S23) 
代入 式 (5-23)， 得 到 单元 刚度 矩阵 在 局 部 坐标 系 中 的 积分 公式 
Re ff B, + BD(B, B, ££ Bs)i|Jldédn (5-26) 
单元 刚度 矩阵 中 的 任意 一 个 分 块 矩 阵 的 积分 公式 为 ， 
Ze [ [BpB.t | 7dédn (5-27) 


5.4.3 用 数值 积分 计算 出 单元 刚度 矩阵 中 的 元 素 


等 参 单元 刚度 矩阵 的 每 个 元 系 虱 是 局 部 坐标 的 函数 ， 单 元 刚度 矩阵 的 计算 就 转化 成 了 在 
ti ed 分 。 局 部 坐标 系统 中 的 基本 单元 都 是 标准 的 正方 形 单 

， 可 以 用 解析 方法 推导 出 每 个 和 矩阵 元 素 。 在 有 限 元 程序 中 不 用 解析 的 办 法 来 计算 局 部 坐标 
条 站 的 积分 六 ， 而 采用 数值 积分 方法 。 通 第 采用 高 斯 积分 方法 计算 单元 刚度 矩阵 中 的 元 素 。 


5. 4.4 ”等 参 单元 的 载 集 移 置 


将 作用 在 捍 元 上 的 外 载 傈 同样 表示 为 局 部 坐标 的 函数 ， 束 可 以 在 局 部 坐标 下 完成 单元 的 
载 信 移 置 。 体 力 移 置 的 公式 为 









































R* =| | N'pi| ldédn (5-28) 
面 力 移 置 的 公式 也 类 似 ， 例 如 在 &=1 ee 
R: = [Ni Pi | id (5-29) 





ds 是 在 实际 单元 中 边界 上 微 线段 的 长 度 ， 
J dxy /dyy 
(de) + (90), 入 = I | 
在 点 (如 ,7 ) 集中 力 移 置 的 公式 为 ， 
Cao (5-30) 
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5.5 高 斯 积分 


一 维 问题 的 高 斯 积分 方法 在 [ -1,1 | 的 区 间 内 预 完 定义 了 积分 扣 的 坐标 和 相应 的 加 权 系 
数 ， de 定 积分 点 上 的 数值 ， 再 加 权 后 求 和 ， 就 得 到 了 该 晒 数 一 维 积分 
的 结果 。 这 种 方法 具有 比较 蜗 的 计算 精度 。 一 维 问 题 的 高 斯 积分 公式 可 以 很 方便 地 推广 到 二 
维 、 三 维 问题 。 

一 维 高 斯 积分 的 定义 如 下 ， 











[Cae = > HP) (531) 


式 中 ，& 为 积分 点 位 置 ，H, 为 对 应 的 加 权 系 数 。 
对 应 于 ( -1,1) 积 分 域 , 高 斯 积分 中 所 采用 的 积分 点 坐标 和 对 应 的 加 权 系 数 如 表 5-2 
所 示 。 
表 5-2 高 斯 积分 的 积分 点 坐标 和 加 权 系 数 


积分 点 数 n 积分 点 坐标 名 加 权 系 数 
1 0. 000000000000000 2. 000000000000000 


2 +0. 577350269189626 1. 000000000000000 





+0.774596669241483 0. 5555555555535335 
0. 000000000000000 0. 888888888888888 


1 +0. 861136311594053 0. 347854845137454 
+0. 339981043584856 0.652145154862546 


在 任意 积分 域 (a,b) 上 ， 用 高 斯 积分 公式 计算 时 ， 先 要 把 积 
上 。 二 维 、 三 维 高 斯 积分 可 以 用 多 重 积 分 的 方法 ， 由 一 维 高 斯 积 
二 维 高 斯 积分 9 





域 变 换 到 ( -1,1) 区 间 


得 到 。 





分 区 
OF 





1= | | Fé,n) dédn 


1. -1 


先 令 & 为 第 数 ， 按 照 一 维 高 斯 积分 公式 进行 内 层 积 分 ， 


[FCg,m =- Pir, 7 ) 
再 用 一 维 高 斯 积分 公式 进行 外 层 积分 ， 得 到 一 维 高 斯 积分 人 J 


Nn 


1 FG) = AAR) 


J]= i=1 





n 





HAF(E,,,) CE 
同样 ， 进 行 三 次 分 层 积 oe 得 到 三 维 高 斯 积 DR 
1= | |) rm ddnde = 六 六 SAR, PE,) (5-33) 


=] m=1 


经 证 明 ， 采 用 个 积分 点 的 高 斯 积分 可 以 达到 2n -1 阶 的 精度 ， 也 就 是 说 ， 如 果 被 积 
分 的 现 娄 是 2 -1 光 多 项 式 用 个 积分 点 的 高 斯 积分 可 以 得 到 精确 的 积分 结果 。 下 面 通过 


108 . 有 限 元 分 析 基 础 与 应 用 教程 


计算 两 个 和 价 单 多 项 式 的 积分 ， 将 高 斯 积分 与 精确 积分 结 末 做 比较 。 
计算 多 项 式 的 精确 积分 : | dx = 了 x* | = 60,| dx = | 
对 三 阶 多 项 式 用 两 个 积分 点 进行 高 斯 积分 ， 
[ed [6 ee > 所 (3 +é)? 
将 表 5.2 中 的 积分 点 坐标 和 加 权 系数 代入 ， 积 分 点 坐标 与 加 权 系数 取 5 位 有 效 数字 ， 
| G + ez)3dt = (3 - 0.57735)3 + (3 + 0.57735)3 = 59. 99999 
同样 ， 对 五 阶 多 项 式 用 两 个 积分 点 进行 高 斯 积分 ， 
[ea - (3 -0.57735)5 + (3 + 0.57735) = 669. 333 
对 五 阶 多 项 式 用 三 个 积分 点 进行 高 斯 积分 ， 积 分 点 和 加 权 系 数 均 取 5 位 有 效 数 字 


4 
| ed = (3 -0.77459)5 x 0.55555 + 35 x 0. 88888 + (3 + 0.77459)5 x 0. 55555 


= 072s 








2 


= 671. 98997 
用 这 两 个 多 项 式 的 积分 结 末 ， 可 以 验证 到 点 高 斯 积分 是 27 -1 阶 精确 积 分 的 结论 。 同 
时 ， 我 们 也 发 现 高 斯 积分 即使 不 是 精确 积分 ， 仍 有 比较 好 的 精度 。 关 于 高 斯 积分 方法 的 更 多 
内 容 参 见 ， 王 副 成 、 凶 敏 编著 的 《4 有限 元 方法 基本 原理 和 数值 方法 》 的 4. 5 市 数值 积分 方法 。 
那么 ， 对 于 前 面 草 节 讲 过 的 三 角形 单元 ， 是 否 也 能 使 用 数值 积分 计算 单元 刚度 矩阵 的 系 
数 ? 在 三 角形 单元 中 ， 目 然 坐 标 是 面积 坐标 ， 计 算 单元 刚度 矩阵 系数 的 积分 具有 以 下 的 形式 
让 二 | 


可 以 采用 Hammer 积分 来 计算 。 

除了 高 斯 积分 ， 篆 用 的 数值 积分 方法 还 有 Newton-Cotes 积分 和 Irons 积分 。 

当 计 算 中 必须 进行 数值 积分 时 ， 如 何 选 择 数值 积分 的 阶 次 直接 影响 计算 结果 的 精度 和 计 
算 量 。 选 择 数 值 积 分 阶 次 的 原则 如 下 : 

1) 保证 积分 的 精度 。 需 要 根据 被 积 函 数 中 的 多 项 式 阶 次 进行 选择 ， 尺 量 满足 精确 积分 
的 条 件 。 为 了 提高 计算 效率 ， 可 选取 高 斯 积分 的 阶 次 低 于 被 积 防 数 精确 积分 所 需要 的 阶 次 进 
行 计算 ， 这 种 积分 方案 被 称 为 减 缩 积 分 。 

2) 保证 结构 总 刚度 矩阵 玉 是 非 奇 异 的 。 这 个 条 件 讨论 起 来 比较 复杂 ， 人 简单 地 可 以 概括 
为 : 全 部 积分 点 能 提供 的 独立 关系 的 数目 要 大 于 系统 的 独立 上 月 由 度数 。 当 采用 减 缩 积 分 时 ， 
一 定 要 使 积分 方案 满足 本 条 件 。 

四 边 形 四 结 点 、 八 结 点 的 等 参 单元 通常 采用 2 x2 的 高 斯 积分 ， 如 ANSYS 的 PLANE42 、 
PLANE82 单元 。 




















5.6 六 面体 等 参 单元 


多 数 弹 性 力学 问题 需要 按照 三 维 空间 问题 来 求解 。 三 维 弹性 力学 问题 的 有 限 元 法 的 基本 
步骤 与 平面 问题 的 步 桑 一样， 包括 单 元 离散 化 、 选 择 单元 位 移 模 式 、 单 元 分 析 、 整 体 分 析 和 
方程 求解 。 在 分 析 三 维 问题 时 ， 所 选择 的 单元 主要 为 四 面体 单元 和 六 面体 单元 。 每 个 单元 绪 
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护 上 定义 有 三 个 位 移 分 量 w、v、w。 

三 维 问题 有 限 元 法 有 以 下 两 个 主要 难点 : 

1) 单元 划分 比较 复杂 。 无 法 采用 人 工 方法 完成 复杂 三 维 实体 的 单元 划分 ， 需 要 有 功能 
强大 的 单元 划分 程序 ， 从 CAD 模型 直接 生成 离散 的 单元 网 格 。 现 在 的 有 限 元 软件 可 以 谈 入 
IGES、STL 等 格式 的 图 形 交 换文 件 。 六 面体 单元 的 计算 精度 比较 高 ， 但 是 对 于 复杂 三 维 实体 
无 法 实现 六 面体 单元 的 目 动 划分 。 采 用 四 面体 单元 能 够 实现 单元 目 动 划分 ， 但 是 四 面体 单元 
的 计算 精度 比较 低 。 

2) 计算 规模 大 。 三 维 问题 的 单元 数目 大 ， 结 点 目 由 度 多 ， 导致 计算 规模 大 ， 对 计算 机 
便 件 的 要 求 很 高 。 为 缩短 计算 时 间 ， 有 许多 问题 需要 采用 巨型 计算 机 ， 如 CRAY 或 并 行 计 
算 机 。 

种 用 的 三 维 等 参 单 元 有 六 面体 八 结 点 等 参 单元 和 六 面体 二 十 结 点 等 参 单元 。 等 参 单元 的 
位 移 模式 和 坐标 变化 式 采 用 相同 的 形 函 数 ， 












































U 一 Ni 和) 四 


册 呈 > NE md) (534) 
Ww = >, Ni(€,n,6) uw 
x = NE 
)y 一 2 Ni(€,n,6)7; ($5-35) 


2 一 2 Nie) 








ANSYS 提供 的 Solid45 单元 就 是 六 面体 八 结 点 等 参 单 元 ， 每 个 结 点 有 代表 x、y、z 三 个 
方 回 位 移 的 三 个 目 由 度 (DOF ,Desgree of Freedom ) ， 可 以 退化 为 五 面体 棱柱 和 四 面体 单元 ， 如 
图 5-12 所 示 。 单 元 局 部 坐标 为 -，s ，t， 如 图 5-13 所 示 ， 六 面体 八 结 点 等 参 单元 的 基本 单元 

















SS O,P 
J 
棱柱 选项 
单元 坐标 系 M, NO,P 
KEYOPT(4)=1) 
ZZ 
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J 
7 面 坐 标 系 四 面体 
, i 选项 (不 推荐 ) 


图 $-12 ”ANSYS 提供 的 Solid45 单元 
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如 图 5-14 所 示 。 





图 5-13 ”Solid45 的 基本 单元 图 5-14 八 结 点 基本 单元 
六 面体 八 结 点 等 参 单元 的 基本 单元 如 图 5-14 所 示 ， 其 形 哨 数 为 ， 


N= (1 +é€) (1 +nm) (1 +66) (i=1,...,8) (5-36) 
式 中 ，é&,，7, ,为 结 点 的 局 部 坐标 。 
如 图 5-15 所 示 ，ANSYS 提供 的 Solid95 单元 是 六 面体 二 十 结 点 等 参 单元 ， 每 个 结 点 有 代 


表 x、y、z 三 个 方向 位 移 的 三 个 自由 度 ， 可 以 退化 为 五 面体 棱柱 、 五 面体 金字 塔 形 和 四 面体 
单元 。Solid95 单元 的 基本 单元 如 图 5-16 所 示 。 











MN,O,P U,V WX 


六 A,B 
KL,S 
5 R 


J 
四 面体 选项 
MN,O,P U,V WX 





棱柱 选项 


图 5-15 ANSYS 提供 的 Solid95 单元 
与 六 面体 八 结 点 等 参 单元 相 比 ， 六 面体 二 十 结 点 等 参 单元 能 更 好 地 适应 不 规则 的 形状 ， 
计算 误差 比较 小 ， 基 本 单元 如 图 5-17 所 示 ， 其 形 消 数 为 ， 





N. = (1 +é.€)(1 +m,n)(1 +CL6) (EE + + -2)(1 2 . .,8) (5-37) 
N= (1 -E(tnm) (1 +6) (i=9,11,17,19) 


Ni = 元 (1 mm) (6) (1 +éé€) (i=10,12,18,20) 


污 
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Ni = 元 (1 6) (1 +éé) (1 +nm) (i=13,14,15,16) 
式 中 ，&,，m, ,为 单元 结 点 在 局 部 坐标 系 中 的 坐标 ， 


X,U 





图 5-16 ”Solid95 的 基本 单元 图 5-17 二 十 结 点 基本 单元 
单元 刚度 矩阵 为 
天 ”= BDBardyd: (5-38) 
按照 上 闻 介 绍 的 等 参 单 元 分 析 的 基本 步骤 可 以 得 到 三 维 单 元 的 单元 刚度 矩阵 。 
雅 可 比 和 矩阵 为 




















dx 0y 9z 
05 05 96 
Ox 0 OZ 
/=| 37 和 an 0 
dx 0y 9z 
06 06 96 
形 孔 数 对 整体 坐标 的 偏 微 分 可 以 用 雅 可 比 矩 阵 表 示 为 形 函 数 对 局 部 坐标 的 偏 微分 ， 
ON. oN. 
OX De 
A -7 2 (5-40) 
0y 907 
oN. oN. 
oz 5 
将 式 (5-35 ) 代 入 式 (5-39 ) 可 以 计算 出 雅 可 比 矩 阵 ， 
> 5 > 
i=1 i=1 i=1 
“ON. “ON, ~ ON., 
2 EE 2 到 和 
ONV， "ON. "ON 
2 
oN, 0N， oN, 
CE CE 06 ||X% JJ 3 
_ oN ON, on, My 3 (5-41) 
07 07 077 
oN, oN, oN, |\x, yy, 2 
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利用 雅 可 比 矩 阵 的 行列 式 ， 将 整体 坐标 系 下 的 积分 转换 为 在 局 部 坐标 系 下 的 积分 。 
在 整体 坐标 系 中 的 体积 微 元 为 ， 
dV=dx(dy xdz) =dxdydz 
微 矢量 在 局 部 坐标 系 中 表示 为 ， 
x UVa OR 2 DN 
OggT 4 093 0g73 
a 
OR em Wao 
= ee 十 十 a 
式 中 ,1 ,2,3 为 局 部 坐标 系 中 &，”n ,方向 上 的 单位 向 量 。 
pe OY 0z OY 92 OY 0z 


ayaz 


OY 0z 
06 06 


dz 


ox 9y gz 
dE 60c 9 
OxX 0Y 0z 
07 07 07 
0% 9y gz 
06 0 65 
1 1 1 下 
Ke = Jj [js DB | J dédnde (5-42) 

最 后 ， 用 高 斯 积分 计算 出 单元 刚度 矩阵。Solid45 单元 采用 2 x 2 x2 积分 方案 ,或 采用 
单个 积分 点 的 减 缩 积 分 。Solid95 单元 采用 14 点 积分 方案 ， 或 采用 2 x2 x2 的 减 缩 积分 。 

同样 ， 用 上 市 中 类 似 的 公式 就 可 以 在 局 部 坐标 下 完成 单元 的 载 傈 移 置 。 当 单元 面 为 四 边 
形 时 ，Solid45 单元 采用 2 x2 积分 方案 ，Solid95 单元 采用 3 x3 积分 方案 。 

体力 移 置 的 公式 为 


dxdydz = 





dédndé = | J ldédnd¢ 














R =| | | Np laédnde (5-43) 
在 &=1 的 面 上 受到 面 力作 用 ， 面 力 移 置 的 公式 为 
Pan 5 dD xde 

R = | | NP See dn (5-44) 


式 中 ，d4 = dndit， 是 基本 单元 边界 上 的 微 面积 ，| dx dz | 是 实际 单元 边界 上 的 微 面积 ， 是 
空间 曲面 ， 














J CT ET 
Em ee Me 
在 点 (é& , 70 1 ) 集中 力 移 置 的 公式 为 

R EN (5-45) 
习 地 


1. 什么 是 等 参 单元 ? 采用 等 参 单 元 有 何 优点 ? 
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2. 证 明 : 四 边 形 四 结 点 等 参 单元 的 实际 单元 的 形状 为 平行 四 边 形 ， 则 该 等 参 单元 的 雅 可 比 矩 泗 为 沼 数 矩阵 。 
3. 根据 选择 单元 位 移 模 式 的 一 般 原则 ， 弹 性 力学 平面 问题 的 四 边 形 四 结 点 单元 能 否 使 用 下 列 的 位 移 模 
EW 








U=ax+ay tox +ay , v=bx+by +bx +by 
4. 说 明 四 边 形 八 结 点 等 参 单 元 能 否 采 用 以 下 的 位 移 模式 ， 
U=a) +aE +a +aé + 467 + ao +oeé +asn 
v=b +bEtON+tOE +oEnN + + +h 
5. 四 边 形 四 结 点 等 参 单元 的 实际 单元 形状 如 题 图 5-1 所 示 。 在 整体 坐标 系 中 各 结 点 坐标 为 : 1(50， 
50) ，2(70,50) ，3(75 ,60) ，4(55 ,60)。 已 知 ， 四 个 结 点 的 位 移 分量 为 : 1(0. 05 ,0.05) ，2(0.01,0.04) ，3 
(0.02,0.02)，4(0.03,0.02)。 单 元 内 部 0 点 的 局 部 坐标 为 (0.5 ,0.5)。 整 体 坐 标 与 位 移 的 单位 均 为 mm。 
1) 计算 出 0 点 的 整体 坐标 ，Q 点 的 位 移 分 量 。 
2) 计算 出 该 单元 的 雅 可 比 矩 阵 [ 故 。 
6. 如 题 图 5-2 所 示 和 矩形 单元 的 边 长 均 为 24a， 一 条 边 上 受到 沿 x 方 辐 的 分 布 和 载 集 作 用 ， 将 载 集 移 置 到 单 
元 的 4 个 结 点 上 。 




















题 图 5$-1 ”四边形 四 结 点 等 参 单元 题 图 5-2 ”和 矩形 单元 载体 移 置 

7. 如 题 图 5-3 所 示 ， 四 边 形 四 结 点 单元 在 整体 坐标 系 中 的 结 点 坐标 为 : 1(50,60), 2(15,50),3(20,20), 4 
(40,30)。 已 知 ， 四 个 结 点 的 位 移 分 量 为 1(0.05,0.05)，2(0.01,0.04)，3(0.02,0.02)，4(0.03,0.02)。 单 元 局 
部 坐标 为 E、nn，0Q 点 的 局 部 坐标 为 (0.5,0.5) 。 整 体 坐标 与 位 移 的 单位 均 为 mm。 采 用 等 参 单 元 分 析 

1) 求 0 点 的 整体 坐标 。 

2) 求 0 点 的 位 移 分 量 。 

8. 在 弹性 力学 平面 问题 中 ， 四 结 点 四 边 形 等 参 单元 的 实际 单元 是 如 题 图 5-4 所 示 的 矩形 单元 ， 边 长 分 
别 为 a 和 5， 在 23 边 上 受到 垂直 于 单元 边界 的 分 布 载荷 作用 。 

1) 计算 该 等 参 单 元 的 雅 可 比 和 矩阵 。 

2) 根据 等 参 单元 的 载 谷 移 置 公 式 ， 计 算 移 载 后 单元 的 结 点 载 谷 。 


] 











x 


题 图 5-3 ”四边形 四 结 点 单元 题 图 5-4 ”和 矩形 单元 载体 移 置 
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在 本 半 中 ， 前 先 介 绍 弹性 力学 轴 对 称 问 题 的 基本 概念 ， 耻 接 用 虚 功 方程 建立 弹性 力学 轴 
对 称 问题 的 有 限 元 列 式 。 与 下 接 刚度 法 相 比 ， 用 虚 功 方程 建立 有 限 元 列 式 的 步 纤 更 具有 一 般 
性 。 然 后 ， 人 简单 介绍 三 结 点 三 角形 单元 的 位 移 形 函 数 ， 建 立 单元 刚度 矩阵 。 绪 合 实例 ， 介 绍 
用 ANSYS 求解 弹性 力学 轴 对 称 问题 的 基本 方法 。 























6.1 用 虚 功 方程 建立 有 限 元 方程 


如 果 物 体 的 几何 形状 、 约 束 情况 及 所 受 的 外 力 都 对 称 于 空间 的 某 一 根 轴 ， 因 此 在 物体 中 
通过 该 轴 的 任何 平面 都 是 对 称 面 ， 所 有 应 力 、 应 变 和 位 移 也 对 称 于 该 轴 ， 这 类 问题 称 为 轴 对 
称 问题 。 研 究 轴 对 称 问题 时 通 凋 采用 圆柱 坐标 系 (r,9,z) ， 以 z 轴 为 对 称 轴 。 如 图 6-1 所 示 的 
受 均 布 内 压 作 用 的 长 圆 简 ， 通 过 = 轴 的 任意 一 个 纵 截面 部 是 对 称 面 。 图 622、 图 6-3 所 示 的 
受 力 状态 也 是 轴 对 称 问题 ， 因 为 通过 z 轴 的 任意 一 个 纵 截面 部 是 对 称 面 。 











图 6-1 受 均 布 内 压 作用 的 长 圆 简 

研究 轴 对 称 问 题 时 ， 通 常 选择 由 相距 dr 
的 两 个 圆柱 面 ， 相 距 dz 的 两 个 水 平面 ， 夹 角 
为 d6 的 两 个 垂直 面 分 割 成 的 六 面体 来 研究 ， 
如 图 6-4a 所 示 ， 图 6-4b 为 单元 体 的 横 截 面 ， 
图 6-4e 为 单元 体 的 纵 规 面 。 申 于 对 称 性 ， 垂 
直 于 对 称 面 的 两 个 前 应力 分 量 r,，7., 不 存在 。 
如 果 存 在 7,,。、7j 这 两 个 剪 应 力 分 量 ， 将 破坏 
轴 对 称 问题 的 对 称 性 。 轴 对 称 问 题 共 有 4 个 应 
力 分 量 : 





Cr = (6-1) 
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& 





a) 


图 6-4 圆柱 坐标 系 中 的 单元 体 
式 中 ，o, 表示 沿 半 人 径 方 辐 的 正 应 力 ， 称 为 径 问 应 力 ; cy 表示 沿 0 方 回 的 正 应 力 ， 称 为 环 回 
应 力 或 切 回应 力 ; o, 表示 沿 z 方 回 的 正 应 力 ， 称 为 轴 问 应 力 ; 7, 表 示 在 圆柱 面 上 沿 z 方 癌 作 
用 的 前 应 力 。 
同样 ， 轴 对 称 问 题 共 有 4 个 应 变 分 量 : 














£= (6-2) 


Y, 
式 中 ，e 表示 沿 半径 方向 的 正 应 变 ， 称 为 径 向 正 应 变 ，e, 表示 沿 0 方向 的 正 应 变 ， 称 为 环 
向 正 应 变 或 切 向 正 应 变 ; es 表示 沿 z 方 向 的 正 应 变 ， 称 为 轴 向 正 应 变 ， y 表示 沿 > 和 z 方 向 
的 剪 应 变 。 
在 轴 对 称 问题 中 ， 弹 性 体内 任意 一 点 上 ， 不 存在 切 向 位 移 ， 只 存在 径 回 位移 w 和 轴 问 位 
移 w， 两 个 位 移 分 量 表示 为 ， 
U 
‘| (63) 
1W 


在 前 面 草 人 讨论 弹性 力学 平面 问题 的 有 限 元 法 时 ， 先 由 将 弹性 体 划分 为 有 限 个 单元 的 组 
合体 ， 由 虚 功 方程 得 到 单元 刚度 矩阵 ， 集 成 后 得 到 整体 刚度 和 矩阵。 在 这 里 ， 用 虚 功 方程 下 接 
得 到 轴 对 称 问题 的 有 限 元 列 式 。 

由 虚 功 方程 可 得 ， 外 力 虚 功 等 于 内 力 虚 功 或 虚 应 变 能 ， 


eroarayas = DF" "Fardyaz + fpas (6-4) 


式 中 ,FF 为 真实 的 体力 ; p 为 真实 的 面 力 ; f° 为 虚 位 移 ; e” 为 对 应 于 虚 位 移 的 虚 应 变 。 
将 弹性 体 离散 后 ， 作 用 在 弹性 体 上 的 外 载 何 移 置 到 结 点 上 ， 在 每 个 结 点 上 外 力 只 有 人 径 问 
分 量 UV,U,,…,U,, 轴 向 分 量 W ,WW ,…, 殉 , ,写成 向 量 形式 如 式 (6-5 ) 所 示 。 


















































F=[(U, W UU, WW 0 WW) (6-5) 

每 个 结 点 的 虚 位 移 也 只 有 人 径 问 分 量 wi ,ws ,… ,wu , 轴 问 位 移 分量 wor ,wi ,…,w， ,写成 问 
量 形 式 如 式 (6-6) 有 所 示 。 

0 =( Ww Ww Ww ww ) (6-6) 





在 单元 中 由 虚 位 移 引 起 的 虚 应 变 为 
2E2“=10 (6-7) 
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单元 中 的 实际 应 力 为 
0 =DPBO- (6-8 ) 
采用 一 些 圆 环 单元 将 轴 对 称 体 离散 ， 这 些 单元 与 对 称 面 rz 正 交 的 截面 形式 各 不 相同 ， 
图 6-5 为 三 结 点 三 角形 环 状 单元 。 








- 





图 6-5 三 结 点 三 角形 环 状 单元 
离散 后 的 单元 组 合体 的 虚 功 方程 为 ， 





5 ”下 = > 由 (5 一 ) 及 DB5*dxdydz (6-9) 
人 

6°F = > (67 B DBdxdydz6° (6-10) 
Js e 


K* = 中 B DBdxdydz 为 单元 刚度 和 矩阵 。 
对 于 轴 对 称 问题 ， 在 圆柱 坐标 系 中 ， 所 有 物理 量 与 圆周 角度 无 关 ， 可 以 得 到 以 下 的 多 重 





Ke = 局 |B"DBrdrdzdo 0 1B"pardrd: (6-11) 
单元 结 点 位 移 癌 量 与 整体 结 点 位 移 问 量 之 间 的 关系 定义 如 下 . 
6”“=7T* 16”|,， 其 中 7 为 转换 和 矩阵。 
将 式 (6-11 ) 和 用 整体 结 点 位 移 表 示 的 单元 结 点 位 移 代 入 式 (6-10) 可 得 
OF =6° > ((T)'KT)6 (6-12) 
定义 K = > ((T') "KT") 为 整体 刚度 矩阵， 得 到 方程 组 
KD =F (6-13) 
根据 位 移 约束 条 件 修改 整体 刚度 和 矩阵 之 后 ， 可 以 由 式 (6-13 ) 解 出 全 部 的 未 知 结 点 位 移 





6.2 三 结 点 三 角形 单元 位 移 函 数 





轴 对 称 问题 分 析 中 所 使 用 的 三 结 点 三 角形 单元 ， 在 对 称 面 上 是 三 角形 ， 在 整个 弹性 体 中 
是 三 校 圆 环 ， 各 单元 中 圆 环 形 饮 相 连接 ， 如 图 6-5 所 示 。 人 参照 平面 问题 的 三 角形 单元 位 移 函 
数 ， 轴 对 称 问题 的 三 结 点 三 角形 单元 位 移 函 数 取 为 
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& 三 Qi +ar 十 Q3Z 


WwW = 4 十 Q57 十 Q6Z 


参照 平面 问题 三 角形 单元 的 分 析 过 程 ， 将 结 点 坐标 和 结 点 位 移 代 入 式 (6-14) 得 到 

















a a; a;, a \/ uu 
1 
五 | b, 0 | (6-15) 
3 CG; © Cn \w, 
a a; a; a \ vw 
1 
Us 24 i 0， m Ww (6-16) 
ds Ci CC Cn wn 
其 中 ， 
外 总 这 
] 
A=7 1 ， 4 (6-17 ) 
] rr 2 
Wr Zs OF = 2 Ctr 
定义 形态 子 数 为 ， 
Ni =77( a + bir + ei) (下 标 i,j,m 轮换 ) (6-18) 
用 和 矩阵 表示 的 单元 位 移 为 
U; 
Ww; 
N, 0 AN 0 AN 0 以 
_ _ 6-19 
I 1 0 N, 0 AN 0 AN Ww ( ) 
以 mm 
Wi 
轴 对 称 问 题 三 结 点 三 角形 单元 的 位 移 函 数 形式 与 平面 问题 三 结 点 三 角形 单元 基本 相同 ， 
主要 区 别 在 于 结 点 位 移 分 量 不 同 。 
6.3 三 结 点 三 角形 单元 刚度 矩阵 
轴 对 称 问题 的 几何 方程 
Ou 
or 
2, 
2 
= (6-20) 
£, Ow 
OZ 
J 
Ou 02W0 


"117 ， 


(6-14) 
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由 式 (6-20) 式 得 ， 
ou 1 
ee = + ou, +b,u,) (6-21a) 
u ] 
= (iu +fiu; 下 大) (6-21b) 
a. C.Z a 
其 中 ,ff = + 一 (下 标 轮 换 ) 
ow 1 
a = (ci 十 Cw; + c,w, ) (6-21c) 
ou 1 
ee = 有 (Ci te Fe) (6-21d) 
CR (6:21e) 
OF， 2 < 
用 几何 矩阵 表示 单元 的 应 变 ， 
c= B56: (6-22 ) 
B=(B, B B,) (6-23 
b, 0 
B= | (下 标 轮换 ) (6-24) 
724A| 0 en 


c, 5b. 
由 于 是 坐标 r+、z 的 函数 ，s, 分 量 在 单元 中 不 为 肖 量 ， 其 他 三 个 应 变 分 量 在 单元 中 仍 
为 常量 。 
广义 胡 克 定律 (Hooke's Law) 适 用 于 正 交 坐标 坐标 系 ， 由 轴 对 称 问 题 的 物理 方程 ， 可 得 
到 弹性 矩阵 











人 人 
II 0 
KF 1 让 0 
EL-HA) 站 we (6-25) 
(1+0)(1-2)) 从 
和 1 0 
] -人 -从 
] -2 
0 0 0 人 
2(1 一 几 ) 
信人 ] -2 _ pa 
| 1 2101 = ) A,， 则 弹性 矩阵 为 ， 
1 4 4 0 
0 (626) 
(1+1) (1 -24)|A, A 0 


a 
OO 
OO 一 
> 


2 


由 弹性 和 矩阵 [DD 和 几何 矩阵 [Bj] 可 以 得 到 应 力矩 阵 [S]， 并 计算 出 单元 内 的 应 力 分 量 
Ss=DB (6- 
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S=[S S$, 5,) (6-28) 
b. 十 上 Ae, 
_ Ab+f A 
S -DB = £1-K) (6-29) 
2(1+0) (1 -A A(D H+) ec 
A,c., A,b. 


下 标 轮换 ， 可 得 到 S,，S,,。 
由 应 力矩 阵 可 知 ， 除 竟 应 力 .为 稼 量 ， 其 他 三 个 正 应 力 分 量 都 是 坐标 天 = 的 函数 。 
单元 刚度 矩阵 为 ， 








K°® = 27 1B"pardrd: (6-30) 
单元 刚度 矩阵 的 分 块 矩 阵 为 ， 
K, = 2T | BDB.rara: (6-31) 











由 于 几何 矩阵 中 的 元 素 不 是 常量 ， 单 元 刚度 矩阵 需要 通过 积分 得 到 。 由 于 矩阵 中 包括 - 


项 ， 上 述 积分 运算 较为 复杂 。 特 别 当 有 单元 边 与 对 称 轴 重合 时 ， 出 现 >=0， 这 个 积分 就 包括 奇异 
项 。 为 简化 计算 ， 通常 用 三 角形 单元 形 心 位 置 的 坐标 7,，z, 代 蔡 B 矩阵 中 的 变量 r+、z， 即 ; 


太一 7 = 人 





] 
ZZ. = 本 (3 二 六 二 放 


实际 应 用 表明 ， 只 要 网 格 训 分 不 太 称 路， 采用 这 样 的 近似 计算 所 引起 的 误差 是 很 小 的 。 
把 应 变 和 矩阵 写成 分 块 矩 阵 ， 





b 0 
i er b,+cz. 0 
Bb. a (6-32) 
0 Cc. 
C b. 
单元 刚度 垂 阵 的 近似 表达 式 为 : 
Ke* =27r.B'DB (6-33 ) 
单元 刚度 窍 阵 的 分 块 矩 阵 近 似 表达 式 为 
K, =27r.B,D B. (6-34) 
ThE(1 -nr bb. +ff +4 (bf +f.b.) +A,ccAi(c,b. i +A,b,c. 
KR Sa 
2(1 +1) (1 -2n)4 Ai(bc, +fic,) +Asc,bc,c, + A,b,b. 
(6-35) 


与 平面 问题 三 结 点 三 角形 单元 相 比 ， 轴 对 称 问题 三 结 点 三 角形 单元 的 刚度 矩阵 推导 过 程 
基本 相似 ， 主 要 区 别 在 于 轴 对 称 问题 多 出 一 个 切 癌 的 应 力 分 量 ， 单元 刚度 矩阵 不 再 是 第 数 矩 
阵 。 形 成 整体 刚度 矩阵 的 步 绝 、 位 移 约束 的 处 理 方法 与 第 3 章 介绍 的 方法 相似 ， 在 这 里 不 再 
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重复 介绍 
6.4 ”和 载 傈 移 置 


单元 上 的 体力 为 p， 与 平面 问题 相同 ， 由 虚 功 方程 可 以 得 到 结 点 载 从 ， 
及 ”= 27 | N' prdrdz (6-36) 
假定 对 称 轴 王 下 于 地 面 ， 单 元 上 仪 受到 重力 作用 ， 将 重力 移 置 到 单元 结 点 








移 置 到 结 点 i 上 的 结 点 力 为 ， 
0 
及 = 2T | N. rdrdz 
J 
根据 在 第 3 章 的 分 析 已 经 知道 ， 单 元 的 形态 孔 数 恰好 是 三 角形 单元 的 局 部 面积 坐标 ， 记 
Ns LN L=N,, L,=N, 





L;+L +L,=1 
r=7,b; trb; +tr,b, 
| Nrdrds = J +t rb +r,bL,)drdz 
面积 坐标 的 蜘 函 数 在 三 角形 全 面积 上 的 积分 公式 为 ， 
ee _ alblcl! 
有 ardy = a 
由 面积 坐标 的 积分 公式 可 得 
外 Nirdrdz = 今 (2r pT (37+ rr, ) 
移 置 到 结 点 7 了 上 的 结 点 力 为 ， 


JR 


作用 在 单元 某 条 边 上 的 面 力 为 1P} ， 由 虚 功 方程 可 以 得 到 结 点 载 何 为 ， 
R' = 2T | N'Prds CT 
如 图 6-6 所 示 ， 单 元 在 MI 边 上 受到 均 布 压力 


0 的 作用 ， 将 载 集 移 置 到 单元 结 点 上 。 力 以 压 癌 
单元 边 为 正 值 ， 面 力 为 


A i 


一 9COSQ 

















根据 式 (6-37) ， 结 点 了 的 结 点 载荷 为 所 = 2 


] J 
[| OSIDCQ 


geosa 图 6-6 均 布 压力 
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采用 面积 坐标 ， 在 上 面 的 积分 式 中 
| Nirds = | (Cr 二 rb +r,bL,)ds 





沿 M1 边 进行 积分 时 ,=0，L, = 产 ,= 了 


mL 


由 | N.rds = | ECL, +r,L,)ds = (2 + rl,, 


计算 出 的 结 点 载荷 为 
Pir I (以 
站 -对 ao 
Pj 3 — COSOQ 


注意 : 如 末 在 轴 对 称 问 题 分 析 中 耻 接 定义 结 点 载 集 ， 其 载 集 值 是 实际 弹性 体 上 绕 对 称 轴 
一 周 的 载 何 的 囚 计 结 来 。 








6.5 ANSYS 弹性 力学 轴 对 称 问 题 的 分 析 


例 6-1:， 如 图 627 所 示 的 厚 壁 圆 简 ， 高 度 万 =30cm， 内 半径 RI =10cm， 外 半径 R2 = 
15cm。 材 料 弹 性 模 量 记 =210GPa， 泊 松 比 =0.3。 圆 简 内 壁 承受 均 布 压 力作 用 ， 压力 p = 
1000N/em 。 求 受到 载 和 傈 作用 后 ， 圆 简 内 外 半径 的 变化 量 。 

如 图 627 所 示 的 圆 和 位 ， 几 何 形 状 、 外 载 血 与 约束 条 件 都 是 关于 圆 简 的 中 心 轴 对 称 ， 因 
此 ， 可 以 把 它 作 为 轴 对 称 问题 来 处 理 。 再 根据 其 几何 形状 关于 水 平方 向 对 称 的 特点 ， 可 以 选 
取 通 过 中 心 轴 的 纵 截 面 的 四 分 之 一 作为 计算 模型 ， 如 图 6-8 所 示 。 在 建立 几何 模型 时 ， 长 度 
单位 取 cm， 相 应 地 弹性 模 量 转换 为 2. 1 x10 N/em 。 























图 6-7 厚 壁 圆 简 

1. 选择 单元 类 型 ， 定 义 材料 参数 

可 选 42 号 单元 ， 将 单元 行为 设置 为 轴 对 称 。 和 选择 Main menu > Preprocessor > 上 lement 
type > Add/Edit/Delete > ， 选 择 单 元 后 点 击 “ Options”。 在 弹出 的 单元 属性 选择 对 话 框 中 找 
到 Element behavior(k3 ) 右 边 的 下 拉 复 选 框 ， 选 择 Axisymmetric 项 ， 点 击 “OK” 退 出 ，。 

空心 圆 简 材 料 定义 为 各 回 同性 的 线 弹性 材料 。 

2. 建立 几何 模型 

创建 一 个 矩形 平面 即 可 。 在 分 析 轴 对 称 问题 时 ，ANSYS 总 是 把 直角 坐标 系 中 y 轴 作 为 
对 称 轴 ， 因 此 几何 模型 的 对 称 轴 也 必须 是 y 轴 。 

3. 划分 有 限 元 网 格 
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沧 半 径 方 癌 设 置 4 个 单元 边 ， 治 高 度 方 回 设 置 10 个 单元 边 。 


划分 单元 网 格 。 
4. 施加 边界 条 件 及 载 丛 





1) 在 y=0 的 水 平 边界 上 施加 yy 方向 的 位 移 边 界 条 件 wy =0。 





2) 在 对 应 内 壁 的 线段 上 加 载 均 布 的 压力 。 
5. 计算 求解 


在 求解 之 前 ， 切 记 执 行 Utility Menu > Select > Everything。 


6. 计算 结果 分 析 

1) 显示 圆 简 沿 半径 方 回 的 结 点 位 移 分 布 ， 如 
图 6-9 所 示 。 

2) 给 出 内 外 半径 的 变化 。 沿 内 外 壁 分 别 定义 
两 条 路 径 ， 观 察 内 外 辟 上 的 x 方向 位 移 沿 高 度 的 变 
化 ， 如 图 6-10、 图 6-11 所 示 。 计 算 结 果 明 显 地 与 
理论 解 存在 一 定 的 误差 ， 内 半径 和 外 半径 的 变化 按 
人 放生 

从 图 6-10 的 结 点 位 移 分 布 可 以 明显 地 看 出 ， 
采用 Plane42 单元 的 4 x10 网 格 不 能 达到 预期 的 计 
算 精 度 。 

首先 采用 h 方法 提高 计算 精度 。 改进 方案 一 : 
采用 Plane42 单元 的 8 x 10 网 格 ， 结 点 位 移 分 布 、 
内 表面 上 的 径 癌 位 移 分 别 如 图 6-12、 图 6-13 所 示 。 
与 最 初 方案 相 比 没有 明显 改善 。 











图 6-10” ”内壁 径 向 位 移 分 布 





图 6-9 


[lt 
1.15$ 
1.15$ 


工 . 工 5 
工 . 工 5 生 
工 , 工 5 
1.15%0 
工 .工业 
工 .工业 


工 .工业 


图 6-11 








采用 四 边 形 单元 映射 方式 


HaY ll 2004 

工 ?- 工 二: 了 3 
NODAL SOLUTINN 
STEF=1 

SUE =1 

TIME=1 

Ux (na 
PSYS=0 
PowmerGCraphics 
EFACET=1 
LvREES=HMat 

DI =.001438 
SH =. D01ld44 


结 点 径 回 位 移 分 布 


外 壁 径 同位 移 分 布 


采用 p 方法 提高 计算 精度 。 改 进 方案 二 : 采用 8 结 点 Plane183 单元 的 8 x10 网 格 ， 结 点 位 


移 分 布 、 内 表面 上 的 径 回 位 移 分 别 如 图 6-14 、 图 6-15 所 示 。 方 案 


一 人 已 


一 -月 


E 够 达到 较 好 的 计算 精度 。 
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图 6-12 方案 一 结 点 位 移 图 6-13 方案 一 内 壁 位 移 分 布 
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» — 人 ~ w/e 
图 6-14 方案 二 结 点 位 移 图 6-15 方案 二 内 壁 位 移 分 布 


6.6 空心 圆 球 的 受 力 分 析 


例 6-2: 外 半径 0.5m、 内 半径 0.45m 的 空心 球体 受到 均匀 内 压 作用 ， 压 力 为 100MPa， 
球体 所 用 材料 为 不 锈 钢 ，E =210GPa， 泊 松 比 =0.3。 计 算 空心 球体 的 变形 与 应 力 分 布 。 

根据 其 对 称 性 ， 受 到 均匀 内 压 作 用 的 空心 球体 是 一 个 球 对 称 问题 。 我 们 把 它 看 成 为 绕 任 
意 一 条 通过 球 心 的 直线 的 轴 对 称 问题 。 如 图 6-16 所 示 ， 可 以 取 空 心 球 对 称 截面 的 四 分 之 一 
建立 分 析 模 型 。 由 于 球 对 称 问题 关于 球 的 中 心 对 称 ， 所 以 在 对 称 截 面 上 任意 取出 一 块 通过 球 
心 的 书 形 截面 ， 这 个 书 形 截面 也 是 轴 对 称 的 。 为 了 减 小 计算 规模 ， 用 八 分 之 一 稚 面 模型 进行 
分 析 ， 如 图 6-17 所 示 。 
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图 6-16 ”四 分 之 一 截面 模型 图 6-17。” 八 分 之 一 截面 模型 

1. 选择 单元 类 型 ， 定 义 材 料 参数 

选用 二 维 单元 PLANE42 ， 在 “单元 类 型 选项 ”对 话 框 中 把 单元 行为 改 为 轴 对 称 。 空 心 
钢 球 材料 定义 为 各 回 同性 的 线 弹性 材料 。 

2. 创建 几何 模型 

采用 由 瓜 向 上 的 方法 创建 几何 模型 。 先 将 当前 坐标 系 改 为 整体 柱 坐 标 系 。 

Utility Menu: Work Plane > Change Active CS to > Global Cylindrical 

(1) 生成 特征 点 Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Keypoints > In Active 
CS， 依 次 输入 四 个 点 的 坐标 : input: 1(0.3,0), 2(0.5,0),3(0.5,45), 4(0.3,45) > OK。 
特征 点 的 第 一 个 坐标 是 半径 尺 ， 第 二 个 坐标 是 与 x 坐标 轴 的 夹 角 Theta。 

(2) 生成 截面 线 枉 ”Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Lines > In Active Co- 
ord， 依 次 连接 1、2, 2、3, 3、4, 4、1 点 ，> OK。 

注意 : 如 采 不 把 坐标 系 改 成 柱 坐 标 ， 在 直角 坐标 系 中 用 上 面 的 连 线 操 作 无 法 创建 加 孤 。 

(3) 生成 球体 截面 “Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Arbitrary > By 
Lines， 依 次 拾取 四 条 边 > OK。 将 当前 坐标 系 复原 为 整体 直接 
坐标 系 ， Utility Menu > Work Plane > Change Active CS to > 
Global Cartesian 。 

另外 ， 可 以 直接 使 用 部 分 圆 环 的 几何 元 票 ， 更 方便 地 创 
建 空心 球体 截面 。 用 这 个 方法 ,不 需要 变换 当前 坐标 系 。 


Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Circle > 











Partial Annular, 

创建 部 分 圆 环 的 对 话 框 如 图 6-18 所 示 ， 部 分 圆 环 的 参数 
几何 意义 如 图 6-19 所 示 。 注 意 ， 中 心 角 取 正 值 ， 表示 从 x 坐 
标 轴 开 始 按 照 逆 时 针 方 回旋 转 。 

3. 网 格 划分 

执行 操作 Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh Tool > 
(Size Controls )lines: Set， 拾 取 四 条 边 ，OK > input NDIV: 8 > 
OK (返回 mesh tool window ) Mesh: Areas，Shape: Quad, 
Mapped > Mesh > Pick All > Close(the Mesh Tool window ) 。 这 里 
将 线段 做 了 八 等 分 ， 也 可 以 将 单元 划分 得 更 密 。 

4. 模型 施加 约束 图 6-18 ”创建 部 分 圆 环 的 对 话 框 





Apply 


Cancel 


一 一 
一 一 
-一 一 
一 一 
-一 一 
一 一 
| 
Er 
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在 轴 对 称 问题 中 允许 存在 治 半 径 方 回 的 位 移 
( 径 问 位 移 ) ， 要 约束 垂下 于 斜 边 和 沿 对 称 轴 方 回 
的 位 移 。 

1) 在 图 6-17 的 模型 中 ， 给 水 平 边 上 的 结 点 施 
加 垂直 方 回 的 位 移 约 束 : Main Menu > Solution > 
Define Loads > Apply > Structural > Displacement > On 
Lines， 拾 取水 平 边 ，Lab2， UY > OK 。 

2) 在 图 6-17 的 模型 中 ， 给 斜 边 施加 斜 约束 ， 
即 垂直 与 斜 边 的 位 移 约 东 。 为 使 45* 边 上 的 结 点 位 AR 
移 沿 圆周 方向 被 约束 住 ， 要 将 该 边 上 全 部 结 点 的 
结 点 举 标 系 沿 轴 道 时 针 旋 转 45°. Main Menu > Pre- 图 6-19 ”部 分 圆 环 参数 的 几何 意义 
processor > Modeling > Create > Nodes > Rotate Node CS > by angles， 弹 出 “Rotate Node by An- 
gles” 结 点 选取 对 话 框 ， 选 择 和 佟 边 上 的 一 个 结 点 ，> OK， 在 “Rotate Node by Ansgles” 转角 
设 定 对 话 框 的 THXY 编辑 框 中 输入 45，> Apply。 

对 和 斜 边 上 的 全 部 结 点 ， 依 次 执行 以 上 操作 。 然 后 在 和 料 边 的 结 点 上 施加 7 方 回 的 位 移 约束 。 
选择 Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Displacement > On Nodes ， 拾 取笑 
边 上 的 全 部 结 点 ，>OK, 在 “apply u，rot on nodes” 对 话 框 中 ， 选 择 Lab2: UY > OK。 

3) 在 内 侧 圆 弧 上 施加 人 径 癌 的 分 布 载 傈 : Main Menu: Solution > Define Loads > Apply > 
Structural > Pressure > On Lines， 拾 取 内 圆 孤 ，OK >input VALUE: 1.0e8 > OK。 

5. 分 析 计 算 

首先 执行 操作 Utility Menu > Select > everything， 而 后 选择 Main Menu > Solution > Solve > 
Current LS > OK (to close the solve Current Load Step window) > OK 。 

6. 结果 分 析 

(1) 显示 变形 ”执行 操作 Main Menu > General Postproc > Plot Results > Deformed 
Shape. .. ，select Def + Undeformed > OK( 回 到 Plot Results window ) 。 

(2) 依次 显示 结 点 位 移 分 量 和 应 力 分 量 ， 先 选择 显示 结 点 计算 结 采 所 用 的 坐标 系 ， 将 
结 打 坐标 系 设 定 为 柱 坐 标 系 。Main Menu: General Postproc > Options for Outp， 弹 出 Options 
for Output 对 话 框 ， 在 [RSYS] 项 选择 Global Cylindrical。 在 Global Cylindrical 坐标 系 下 ，UX 
为 径 向 位 移 ，UY 为 轴 向 位 移 ，SX 为 径 向 正 应 力 ，SY 为 轴 向 应 力 。 

显示 结 点 位 移 分 量 和 应 力 分 量 : Contour Plot > Nodal Solu. . . > select，DOF solution ，UX ， 
UY, Def + Undeformed, Stress, SX, SY, SZ, Def + Undeformed, > OK。 

(3) 用 动画 方式 演示 变形 过 程 ”执行 操作 Utility Menu > Plotcontrol > animate > deformed 
shape > OK 。 


























6.7 ANSYS 软件 的 坐标 系 








(1) 当前 坐标 系 ( Active Coordinate System) ANSYS 软件 使 用 了 硅 干 个 不 同 的 坐标 系 ， 
当前 坐标 系 用 来 确定 几何 实体 在 空间 的 位 置 。 在 建立 几何 模型 的 时 候 ， 最 常用 的 是 直角 上 坐 
标 系 。 
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(2) 结 点 坐标 系 ( Nodal Coordinate System ) 结 点 坐标 系 确 定 结 点 目 由 度 的 方向 ， 每 个 
结 点 都 有 自己 的 结 点 坐标 系 ， 系 统 默 认 结 点 坐标 系 平行 于 整体 直角 坐标 系 ， 可 以 把 结 点 坐标 
系 转动 到 某 个 特殊 方向 上 。ANSYS 软件 把 计算 结果 按照 结 点 坐标 系 或 单元 坐标 系 存放 。 

(3) 结果 坐标 系 ( Result Coordinate System) ”结果 坐标 系 是 显示 计算 结果 所 用 的 坐标 系 ， 
系统 默认 结果 坐标 系 与 整体 直角 坐标 系 保 持 一 致 。 在 使 用 系统 的 默认 设置 时 ， 可 以 忽略 这 三 
个 坐标 系 的 差异 。 

结 点 约束 是 定义 在 结 点 坐标 系 中 的 ， 由 于 默认 的 结 点 坐标 系 与 整体 坐标 系 重 合 ， 这 一 点 
容易 被 忽略 。 在 例 6. 2 中 ， 为 了 定义 生 直 于 和 斜 边 的 位 移 约 束 ， 就 改变 了 结 点 坐标 系 的 方 回 。 
改变 了 结 点 坐标 系 方 回 之 后 ， 结 果 坐 标 系 与 结 点 坐标 系 不 再 保持 一 致 ， 因 此 在 显示 计算 结 末 
的 时 候 要 考虑 这 个 差异 ， 有 必要 对 结果 坐标 系 做 相应 的 调整 。 

习 部 

1. 如题 图 6-1 所 示 的 轴 对 称 问题 ， 单 元 (1)(2) 在 RO2Z 坐标 系 中 ， 单 元 的 三 条 边 分 别 平行 ， 对 应 边 长 
相等 ， 材 料 性 质 相 同 。 

1) 说 明 单 元 刚度 和 矩阵 是 否 对 称 ? 

2) 说 明 K' = 天 (是否 成 立 ? 
2. 例 6-1 所 示 的 厚 壁 圆 简 ， 在 受 均匀 内 压力 作用 后 的 位 移 与 应 力 分 布 可 以 按照 弹性 力学 轴 对 称 问 题 来 
求解 ， 为 什么 不 能 根据 题 图 6-2 所 示 的 横 截 面 ， 按 照 弹性 力学 平面 问题 来 求解 ? 















































题 图 6-1 轴 对 称 问 题 的 单元 题 图 6-2 ” 厚 辟 圆 简 的 横 截面 

3. 用 中 心 角 为 22. 5° 的 扇形 截面 建立 受 均 匀 内 压 的 空心 球体 的 有 限 元 模型 ， 每 条 边 上 的 单元 分 段 数 仍 
取 为 8， 如 题 图 6-3 所 示 。 空 心 球体 的 尺寸 、 材 料 参数 等 参见 例 6-2。 

回答 以 下 问题 : 

1) 在 单元 划分 方式 和 数量 不 变 的 条 件 下 ， 将 用 1716 截面 模型 所 计算 出 的 径 向 位 移 、 径 向 应 力 ， 与 用 
1/8 截面 模型 所 计算 出 的 相应 结果 做 对 比 。 分 析 用 两 个 模型 得 到 的 计算 结果 之 间 是 否 存 在 差异 ”如果 有 差 
异 ， 计 算 结 果 相 差 多 少 ? 

2) 设 材料 的 屈服 点 为 200MPa， 分 析 该 球体 所 能 承受 的 最 大 内 压 为 多 少 ?” 简要 说 明 分 析 方 法 。 

4. 密闭 钢 制 圆 简 如 题 图 6-4 所 示 ， 圆 简 两 端 用 半球 形 封 头 封 厅 ， 外 直径 忆 =200mm， 简 壁 厚度 上 = Smm， 


























题 图 6-3 中心 角 为 22.5?" 的 而 形 鹤 面 题 图 6-4 ”密闭 圆 简 
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圆 简 的 圆柱 部 分 长 度 工 =1.5D。 材 料 的 弹性 模 量 =200GPa， 泊 松 比 =0.25， 届 服 点 o =240MPa， 内 压 p = 
10MPa, 

1) 用 材料 力学 公式 ， 求 圆 简 在 圆柱 部 分 简 辟 上 的 应 力 分 量 

2) 用 有 限 元 方法 求 圆 简 在 圆柱 部 分 简 壁 上 的 应 力 分 布 。 

3) 分 析 几 何 参 数 ;, D 的 取 值 对 圆柱 部 分 简 辟 上 应 力 分 布 的 影响 。 在 什么 条 件 下 ， 采 用 材料 力学 公式 
计算 能 够 保证 足够 的 精度 ? 

5. 液压 机 是 在 制造 业 中 应 用 广泛 的 金属 塑性 成 形 设备 。 液 压 秆 是 液压 机 的 关键 部 件 ， 也 是 主要 的 受 力 
部 件 。 液 压 生 是 一 头 沿 开 的 圆柱 形 等 件 ， 由 法 兰 固 定 在 液压 机 固定 横 染 上 ， 安 装 方法 如 题 图 6-5 所 示 。 高 
压 油 从 和 饶 底 的 进 油 孔 压 入 液压 拭 。 高 压 油 作用 在 活塞 柱 上 驱动 活动 横梁 沿 立 柱 运动 完成 压力 加 工 ， 高 压 油 
同时 作用 在 生 底 和 和 辟 上。 简化 后 的 液压 饶 结 构 如 题 图 6-6 所 示 ， 液 压 币 的 基本 结构 尺寸 如 题 表 6-1 所 示 。 
生体 材料 为 铸 钢 ， 材 料 参 数 如 题 表 6-2 所 示 。 
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题 图 6-$ 液压 年 安装 方法 示意 图 题 图 6-6 液压 饶 结 构 示 意图 
题 表 6-1 液压 缸 的 结构 尺寸 (单位 :mm) 
R1， 液 压 氏 内 半径 320 R2 ， 液 压 缸 外 半径 430 
R3， 法 兰 台 半径 530 R4 ， 进 油 筷 半径 30 





R5 ， 过 渡 圆 角 半 径 30 R6 ， 过 渡 圆 角 半 径 15 


hl ， 液 压 生长 度 2000 h2， 液 压 氏 密封 长 度 500 
h3， 法 兰 台 高 度 100 h4 ， 饶 底 厚 度 200 


题 表 6-2 和 铸 钢 的 材料 参数 





弹性 模 量 泊 松 比 届 服 强 虑 安全 系数 





260GPa 0. 34 270MPa 1. 8 





为 了 减 小 应 力 集中 ,液压 饶 部 与 液压 生 内 壁 有 过 渡 圆 角 RB， 液 压 负 外 壁 与 法 兰 有 过 渡 圆 角 R6。 
根据 结构 尺寸 和 材料 参数 建立 液压 红 工 作 状 态 的 有 限 元 分 析 模 型 ， 完成 液压 氏 的 强度 和 变形 
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1) 假定 工作 压力 为 20MPa， 分 析 液 压 氏 的 受 力 和 变形 情况 。 在 20MPa 工作 压力 下 ， 该 液压 和 拭 的 强度 
是 否 满足 要 求 ? 在 液压 缸 的 哪个 部 位 出 现 应 力 集中 ? 

2) 将 过 渡 圆 角 半 径 请 增加 到 45mm， 工 作 压 力 为 20MPa， 分 析 液 压 包 的 受 力 和 变形 情况 。 

3) 渡 圆 角 半 径 请 取 45mm 时 ,极限 工作 压力 能 达到 多 少 ? 





第 7 重 传 热 问题 的 有 限 单元 法 


分 析 传 热 问题 的 基础 是 能 量 平 衡 ， 建 立 传 热 问题 有 限 元 列 式 采用 的 是 加 权 余 量 法 ， 与 绪 
构 分 析 问 题 所 采用 的 直接 刚度 法 有 很 大 区 别 。 本 革 首 先 回顾 热传导 问题 的 热传导 方程 与 换 热 
边界 ， 然 后 简介 加 权 余 量 法 的 基本 原理 。 用 加 权 余 量 法 建立 二 维稳 态 温 度 场 分 析 的 有 限 元 列 
式 ， 并 简单 推导 三 结 点 三 角形 单元 与 等 参 单元 的 具体 公式 。 最 后 ， 介 绍 用 ANSYS 软件 分 析 
稳 态 和 有 瞬 态 温度 场 问 题 的 方法 ， 并 介绍 几 个 温度 场 分 析 的 应 用 实例 。 


























7.1 热传导 方程 与 换 热 边界 


传 热 过 程 是 基本 的 物理 过 程 之 一 ， 涉 及 许多 工程 应 用 领域 ， 如 和 希 造 、 热 处 理 、 焊 接 、 蜗 
温 锻 造 。 在 分 析 工 程 问题 时 ， 经 第 要 了 人 解 介 质 或 工件 内 部 的 温度 分 布 情况 ,例如 发 动机 的 工 
作 温 度 、 金 属 工 件 在 热 加 工 过 程 中 的 温度 变化 、 金 属 凝 固 过 程 的 温度 变化 、 流 体温 度 分 布 
等 。 物 体内 部 的 温度 分 布 取 决 于 物体 内 部 的 热量 传递 ， 以 及 物体 与 外 部 介质 之 间 的 热量 交 
换 ， 一般 认为 是 与 时 间 相 关 的 。 

法 国 数学 家 Jean Fourier 在 1822 年 提出 了 导热 计算 的 基本 规律 : 在 物体 内 发 生 纯 导热 
时 ,单位 时 间 内 通过 垂下 于 热流 方 同 的 单位 面积 的 热流 量 ， 与 等 温 面 法 线 方 品 上 的 温度 增 量 
成 正比 ， 而 与 法 回 距 离 成 反比 。 














7 
on 
式 中 ， 为 导热 系数 ，。 为 温度 梯度 ， 式 中 的 负 号 表示 温度 梯度 的 方向 与 热量 传递 的 方向 
相反 。 
也 可 以 写成 矢量 形式 ， 


这 个 规律 称 为 Fourier 导热 定律 。 
物体 内 部 的 热量 传递 采用 以 下 的 热传导 方程 (Fourier 方程 ) 来 描述 ， 


1 中 :中 中: 中 | (7-1) 
式 中 , p 为 密度 (kg/m ) ; c 为 比热容 [JA(kg .KK) ]; A,，A,，A, 为 导热 系数 ，[ w/(m * K)]; 
7 为 温度 (% ) ; 1 为 时 间 (s); 0 为 内 热源 密度 (w/m’ ) 。 
各 问 同 性 材料 在 不 同方 向 上 的 导热 系数 相同 ， 热 传导 方程 可 写 为 以 下 形式 ， 
97 _ PT OT ,PT 
eg 是 (7-2) 
除了 热传导 方程 ， 为 了 计算 物体 内 部 的 温度 分 布 ， 还 需要 指定 初始 条 件 和 边界 条 件 。 初 
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始 条 件 是 指 物体 最 初 的 温度 分 布 情况 ， 
Dl = 0(%,Y,2) (7-3) 
边界 条 件 是 指 物体 通过 外 表面 与 周围 环境 的 热 交 换 情 况 。 在 传 热学 中 一 般 把 边界 条 件 分 
为 以 下 三 类 。 
1) 给 定 物体 边界 上 的 温度 ， 称 为 第 一 类 边界 条 件 。 物 体 表 面 上 的 温度 或 温度 函数 为 
已 知 ， 





TI .三 人 玛 了 | =7 (wy.2b) (7-4) 

2) 给 定 物 体 边界 上 的 热量 输入 或 输出 ， 称 为 第 二 类 边界 条 件 。 已 知 物体 表面 上 热流 
o7 oF o7 

a Ep + 入, Oy 十 人。 pn | 0 (Wy Rt) (7-5) 








3) 给 定 对 流 换 热 条 件 ， 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 物 体 与 其 相 接触 的 流体 介质 之 间 的 对 流 
传 热 系 数 和 介质 的 温度 为 已 知 
人 ， on, +A, 0 + 
式 中 ,为 传 热 系数 [W/(m? . K) ] ;7 是 物体 表面 的 温度 ，7 是 介质 温度 。 
如 果 物 质 边 界 上 的 换 热 条 件 不 随时 间 变 化 ， 物 体内 部 的 热源 也 不 随时 间 变 化 ， 在 经 过 一 
段 时 间 的 热 交 换 后 ， 物 体内 各 点 温度 也 将 不 随时 间 变 化 ， 即 
07 _ 
ot 
这 类 问题 称 为 稳 态 (Steady state) 热 传导 问题 。 稳 态 热传导 问题 并 不 是 温度 场 不 随时 间 的 
变化 ， 而 是 指 温度 分 布 稳定 后 的 状态 ， 我 们 不 关心 物体 内 部 的 温度 场 如 何 从 初始 状态 过 渡 到 
最 后 的 稳定 温度 场 。 随 时 间 变 化 的 瞬 态 (Transient) 热传导 方程 就 退化 为 稳 态 热传导 方程 ， 三 
维 问题 的 稳 态 热传导 方程 为 


2 2 +, 3] + +0=0 CE 
对 于 各 问 同 性 的 材料 ， 可 以 得 到 以 下 的 方程 ， 称 为 Poisson 方程 ， 
oT 97 07 
汪汪 志 (7-8) 
考虑 物体 不 包含 内 热源 的 情况 ， 各 问 同 性 材料 中 的 温度 场 满足 Laplace 方程 ， 
PT FT 57 ， 
Ox” 0y oz 
在 分 析 稳 态 热传导 问题 时 ， 不 需要 考虑 物体 的 初始 温度 分 布 对 最 后 的 稳定 温度 场 的 影 
啊 ， 因 此 不 必 考 愿 温度 场 的 初始 条 件 ， 而 只 需 考虑 换 热 边界 条 件 。 计 算 稳 态 温 度 场 实 际 上 是 
求解 偏 微 分 方程 的 边 值 问题 。 
温度 场 是 标量 场 ， 将 物体 离散 成 有 限 单元 后 ， 每 个 单元 结 点 上 只 有 一 个 温度 未 知 数 ， 比 
弹性 力学 问题 要 向 单 。 进 行 温度 场 计 算 时 ， 有 限 单元 的 形 函 数 与 弹性 力学 问题 计算 时 的 完全 
一 致 ， 单 元 内 部 的 温度 分 布 用 单元 的 形 函 数 ， 由 单元 结 点 上 的 温度 来 确定 。 由 于 实际 工程 问 
题 中 的 换 热 边 界 条 件 比 较 复杂 ， 在 许多 场合 表示 下 也 很 难 进 行 测量 ， 如 何 定义 正确 的 换 热 边 
界 条 件 仍然 是 温度 场 计算 的 一 个 难点 。 


pe (7-6) 
0Z 


0 





(7-9) 





3 
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7.2 加 权 余 量 法 简介 





在 前 面 已 经 介绍 了 有 限 元 方法 可 以 用 来 分 析 场 问题 ， 稳 态 温度 场 计 算是 一 个 典型 的 场 问 
题 。 可 以 采用 虚 功 方程 建立 弹性 力学 问题 分 析 的 有 限 元 格式 ， 推 导出 的 单元 刚度 矩阵 有 明确 
的 力学 含义 。 丰 这里， 介绍 如 何 用 加 权 余 量 法 ( Weighted Residual Method ) 建立 稳 态 温度 场 分 
析 的 有 限 元 列 式 。 

微分 方程 的 边 值 问题 ， 可 以 一 般 地 表示 为 未 知 函 数 满足 微分 方程 组 ， 














Ai(u) 
A(u) ee =0 ”在 域内 ) (7-10) 
未 知 孔 数 还 满足 边界 条 件 ， 
Bi(u) 
B(u) = po (在 边界 厂 上 ) (7311) 





以 二 维稳 态 热 传导 问题 为 例 ， 在 问题 域内 的 控制 方程 为 
0 0 了 0 o7 


0y 
描述 边界 条 件 的 方程 如 下 ， 
B(7T) =7T-7 =0 (在 第 一 类 换 热 边界 上 ) 


了 ~ 、 
B(7) =A 二 -4 =0 (在 第 二 类 换 热 边 界 上 ) 


上 述 微分 方程 组 只 有 在 区 域 的 几何 形状 比较 规则 、 边 界 条 件 比较 简单 时 才能 得 到 精确 
解 ， 对 于 复杂 几何 形状 的 二 维 区 域 很 难 给 出 精确 的 解析 解 。 

如 果 未 知 函 数 w 是 上 述 边 值 问 题 的 精确 解 ， 则 在 域 中 的 任 一 点 上 w 都 满足 微分 方程 (7-10)， 
在 边界 的 任 一 点 上 都 满足 边界 条 件 (7-11 ) 。 

对 于 复杂 的 工程 问题 ， 这 样 的 精确 解 往往 很 难 找 到 ， 需 要 设法 寻找 近似 解 。 所 选取 的 近 
似 解 是 一 族 带 有 待定 参数 的 已 知 函 数 ， 一 般 表示 为 ， 


u~u= > Na,= Na (C7 


式 中 ，a, 为 待定 系数 ; N, 为 已 知 函 数 ， 被 称 为 试探 函数 。 

试探 函数 要 取 自 完全 的 函数 序列 ， 是 线性 独立 的 。 完 全 的 函数 序列 是 指 任 一 函数 都 可 以 
用 这 个 序列 来 表示 ， 例 如 完整 的 多 项 式 序列 、 三 角 函 数 序列 。 采 用 这 种 形式 的 近似 解 不 能 精 
确 地 满足 微分 方程 和 边界 条 件 ， 所 产生 的 误差 就 称 为 余 量 。 

微分 方程 (7-10) 的 余 量 为 
































R=A(Na) (7-13) 
边界 条 件 (7-11) 的 余 量 为 

R=B(Na) (7-14) 
青 选 择 一 族 已 知 的 函数 ， 使 控制 方程 和 边界 条 件 余 量 的 加 权 积 分 为 零 ， 即 强迫 近似 解 所 
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产生 的 余 量 在 某 种 平均 意义 上 等 于 零 ， 
JWwRan + | WIRAT =0 (7-15) 


式 中 ,WW 和 到 称 为 权 函 数 ， 通 过 式 (7-15 ) 可 以 确定 近似 解 中 的 待定 参数 a,。 

这 种 采用 使 余 量 的 加 权 积分 为 矢 来 求 得 微分 方程 近似 解 的 方法 称 为 加 权 余 量 法 。 对 权 掺 
数 的 不 同 选择 就 得 到 了 不 同 的 加 权 余 量 法 ， 常 用 的 方法 包括 配点 法 、 子 域 法 、 最 小 二 乘法 、 
力 抢 法 和 伽 辽 金 法 (Galerkin method) 。 在 很 多 情况 下 ， 采 用 Galerkin 法 得 到 的 方程 组 的 系数 
和 窍 阵 是 对 称 的 ， 在 这 里 也 采用 Galerkin 法 建立 稳 态 温度 场 分 析 的 一 般 有 限 元 列 式 。 在 Galer- 
kin 法 中 ， 直 接 采 用 试探 函数 序列 作为 权 函 数 ， 取 取 =N,， 取 = -Ni。 

下 面 用 求解 二 阶 常 微分 方程 为 例 ， 说 明 Galerkin 法 (具体 内 容 可 参见 王 吉 成 编著 《有 限 
元 法 基本 原理 和 数值 方法 》 的 1.2.3 节 )。 

例 7-1: 求解 二 阶 常 微分 方程 

d 


ee (0<x1) 
x 


边界 条 件 : 当 x=0 时, w=0; 当 x=1 时, w=0。 
取 两 项 近似 解 ， 近 似 解 满足 边界 条 件 : 
N=x(1 -x), N,=x (1 —x) 














u=N,a, + N,a, =ax(l1 一 区 ) tax (1 0 
W, = 人 | 5 W, = 
由 式 (7-15) 可 以 得 到 两 个 加 权 积 分 方程 ， 


1 
| xd -x)[x+a(-2+x—-x)+a(2-6x+x -x )|ldx=0 


1 
| 过 -x)[x+a(-2+x-x)+a(2-6x+x -x )]dx=0 


积分 后 可 以 得 到 一 个 二 元 一 次 方程 组 ， 解 得 ， 
ai =0. 1924, a, =0. 1707 


w=x(1 —x)(0.1924 +0.1707x) 


该 方程 的 精确 解 为 = -x*， 近 似 解 与 精确 解 的 结果 比较 如 表 7-1 所 示 。 
表 7-1 近似 解 与 精确 解 比较 


WU=— 0. 04401 0. 06975 0. 06006 





=x(1 x) (0.1924 +0. 1707%) 0. 04408 0. 06944 0. 06008 


例 7-2: 求解 一 维 传 热 问题 。 假 设 材料 的 导热 系数 为 1， 微分 方程 为 
A(7) -14+0-0 (0<x<L) 
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] ， 0<x< 子 
oO =  ， 
0 ， 7 <*<L 
边界 条 件 为 ， 
71(0)=0. T(E)S 
分 段 求 解 二 次 场 微分 方程 ， 
0<x< 志 ， 上 二 I +CxX+C 


由 边界 条 件 7(0) =0， 可 得 C, =0 
由 边界 条 件 7(Z) =0, 可 得 CyL+C,=0 


| L L 
竺 求 函数 在 x= 地 处 连续 ，- 方 [ 子 ] +C1 邓 =C; 了 + 


待 求 函 数 的 一 阶 导数 在 % = 子 处 连续 ，- 子 + Ci =C， 


由 边界 条 件 解 出 所 有 待定 系 效 ， 得 到 温度 场 分 布 的 精确 解答 ， 


0<x< 了 ， 言 -3 + 
<x<L, 术 圭 x 
取 伟 里 叶 级 数 作为 近似 解 ， l 
7 = 2 wsin 
取 两 项 近似 解 为 ， 7 = asin 2 + QoSIn 


代入 微分 方程 计算 出 余 量 ， 
R(x) =Q -a 于 sin 7 — a 入 | sin < 


用 配点 法 确定 近似 解 的 每 定 系数 ， 配 点 位 置 为 





迫 在 配 点 位 置 的 余 量 为 零 ， 
L 
R $=1-0 ( 


LD 
‘9 
近似 解 中 的 系数 为 


温度 场 分 布 的 近似 解答 为 
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把 精确 解 与 近似 解 同 时 乘 以 一 一 近似 解 一 精确 解 
。 0.8 
(至 】 后 画 出 曲线 来 对 比 。 两 个 解 。 07 
0.6 
答 随 x 坐标 变化 的 曲线 在 图 7-1 中 “05 


给 出 ， 用 菱形 标记 出 的 曲线 是 近似 “03 

解 ， 实 线 古 精确 解 。 相 比较 ， 两 着。 02 

在 x 小 于 0.2L 郭 分 很 接近 ,在 x 大 0l 07 03 04 05 06 07 08 0910 
于 0.2L 部 分 存在 比较 大 的 偶 差 。 XIL 


图 7-1 精确 解 与 近似 解 的 对 比 


7.3 二 维稳 态 温 度 场 分 析 的 有 限 元 列 式 





以 二 维 问题 为 例 ， 说 明 用 Galerkin 法 建立 稳 态 温度 场 的 一 般 有 限 元 格式 的 过 程 。 二 维 问 
题 的 稳 态 热传导 方程 为 








0 oF ee 
了 (+ + Gi 
整个 区 域 被 分 为 单元 的 集合 ， 单 元 缚 点 数 为 n， 单 元 形 函 数 为 
N=(N N, :1 NWN,) 
单元 结 点 的 温度 为 , TY =(7T 了 7) 
第 一 类 换 热 边界 条 件 为 
I (7-16b) 
第 二 类 换 热 边界 条 件 为 
A, on, 十 人， 。 二 (7-16c ) 
第 三 类 换 热 边界 条 件 为 
A Sn, +A, Bm =h( Ty 1) (7-16d) 


单元 内 温度 分 布 的 近似 函数 取 为 
TEN 
这 样 构造 的 近似 函数 显然 满足 第 一 类 换 热 边界 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 的 加 权 积 分 公式 ， 


O 人 O 人 CE 人 
一 | ,9fl+|, 9f|l+0 ld0t+ of dT + 
| 让 > 5 j” A 和 (a 


oT aT A 
,ws [4, Sn, WW | 
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2 oT | =“ oT 人 oT 
| i 民 | 上 i i | i 本 ?ho 


应 用 Green 定理 ， 
94 9B 
cd0 = An.dT, | 六 40 = 和 Bn,dr 


0 Ox 


0 fa 0 da a 1 
oT | 二 of | dQ = of 07 gr 
上 EE [ek | 中 ?| 站 1 民 Be 十 和 A, | 
式 (7-17) 可 以 写 为 
Ow 2 O320 2 = a 和 
a GN st 07 | dQ of of gi 
| | OX 下 让 0y m0 } | 日 a 十 A， | 十 


和 和 | | oT a7 A |= 
| ZW/ 日 ee 十 A， 有 _ ,上 十 区 7203 A, J 十 A, ps h(T, 7 ) 0 


(7-18) 
其 中 ， 
p “li by + 人 ， 7 ir 二 “1, ey + 入， ar 
of of of of 
人 “1 民 ， 十 入， 二 一 上 1 民 十 入， By ur 


通过 分 部 积分 和 应 用 Green 定理 ， 降 低 了 郴 数 求 导 的 阶 次 。 
采用 Galerkin 方法 ， 选 择 权 郴 数 为 


| | 9L + -No aan+r| Nl am yA 9 dr+ 
0 | Ox (tw ox Oy 7 9y 1 a 9 
| NgdT + | Nh(T,- Pdr =0 


在 第 二 类 换 热 边界 条 件 的 边界 上 温度 变量 不 出 现 ， 边 界 条 件 自 动 得 到 满足 ， 这 类 边界 条 
件 被 称 为 卓然 边界 条 件 ( Natural boundary condition)。 由 于 所 选取 得 温度 近似 子 数 满足 第 一 类 
换 热 边界 条 件 ， 在 边界 上 没有 余 量 产生 ， 这 类 换 热 边界 被 称 为 强制 边界 条 件 (Forced bounda- 
ry condition ) 。 在 满足 第 一 类 换 热 边界 条 件 的 边界 上 积分 为 零 。 

将 用 形 函 数 表 示 的 单元 温度 代入 式 (7-18) 可 以 得 到 离散 化 的 加 权 积 分 公式 ， 


oaV| oN ea 
> 了 到 汪 人 午 
2 | Niqg,d 太 + 本 | NANT°dT - 二 上 NhTdT = 0 


如 果 单 元 共有 nn 个 结 点 ， 取 全 部 的 nn 个 形 函 数 作为 加 权 函 数 ， 写 成 窍 阵 形式 有 ， 


























(7-19) 
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5 DC) ee 2 hee- 


(7-20) 
e i e i , 各 i 
> J Ngar + > J aNNTar -5 J NTAT =0 


如 果 有 限 元 模型 的 结 点 总 数 为 m， 式 (7-20 ) 是 m 个 联 立 的 线性 方程 组 ， 可 以 确定 m 个 
结 点 的 温度 7,。 按 有 限 元 格式 将 式 (7-220) 表 未 为 
KT=P (721) 
式 中 ， 和 矩阵 K 为 单元 的 导热 矩阵 或 称 为 温度 刚度 和 矩阵; T 为 单元 的 结 点 温度 问 量 ; P 为 单元 
的 温度 载 傈 回 量 或 热 载 和 何 癌 量 (Thermal load vector)。 
对 于 某 个 特定 单元 ,单元 导热 矩阵 [K]" 的 元 系 为 ， 











= ar (7-22 
1 0xX Ox ” 0y 0Y 
温度 载 傈 问 量 |P" 的 元 系 为 ， 
= | NadT + | NhTaT + | N,Qdr (7.23) 
如 果 某 个 单元 完全 处 于 物体 的 内 部 ， 
KK 全 | 0 二 从 0 io (7-24) 
Ox Ox ” 0y 9Yy 
= | N,QdT 





通过 以 上 的 推导 ,， 用 Galerkin 方法 得 到 了 二 维稳 态 温 度 场 问题 有 限 元 法 的 一 般 列 式 。 
过 应 用 Galerkin 方法 ， 可 以 发 现 有 限 元 法 的 应 用 并 不 局 限于 结构 分 析 ， 可 以 应 用 到 许多 ee. 
领域 中 。 








7.4 三 结 点 三 角形 单元 的 有 限 元 列 式 


回顾 第 3 章 的 内 容 可 以 发 现 ， 与 计算 弹性 力学 平面 问题 时 所 采用 的 方法 一 样 ， 二 维 温 度 
ee 如 图 7-2 所 示 。 
N, = (a +bx+c,y) 


N, 1 + Ox+ c;y) 


(xXj,7) 
Qi XY, Xn) b; = 一 mn Ci = Xn 一 多 


J mJ] 7 7 m J 由 
Wi = XN) 一 im 0 = —Y; Ci =m Ns 
X 


Qi — XY NY; 0 =7Y;—)Y,; Cm 一 区) 一 区 


m J i J 

1 X; ys M 7 
(Kim, yim) , 

1 ww | ITI327 


(Xi, »7) 


1 x yn 图 722 三 角形 单元 


第 7 章 ， 传 热 问题 的 有 限 单元 法 . 137 . 


单元 内 的 温度 分 布 用 结 点 上 的 温度 值 表 示 为 


T=(N, N AN) (7-25) 





如 果 某 个 单元 完全 处 于 物体 内 部 ， 假 定单 元 内 的 导热 系数 为 常数 ， 单 元 的 面积 为 4， 代 
入 式 (7-24) 











b. b; bib, bb, 
“ON oN 1 4。 
A dQ = 4 = bb, | (720) 
0， bb, bb, D> 
2 
、 区 ci CC Cicn 
“~ oN oN 1 
[ee ee 三 A 二 C; (而 Ci c，) d4 三 | CiC; . CiCm (7-27 ) 
Cm CO C0 人 
单元 的 温度 刚度 矩阵 为 
六 00 bib Cc CiC} CiCn 
K° | bb, bb bob, | Go (7-28) 
bb, bb,, bp” CiCm CiCm C7 


显然 ,单元 的 导热 矩阵 是 对 称 的 。 
如 朱 单 元 的 内 部 热源 为 笛 数 ， 由 内 部 热源 产生 的 温度 载 千 项 为 


N 

e _ T NN _ 04 

P = |N'Qd4 = @f | N, ld4 = $1 (7229) 
N, 1 














为 方便 起 见 ， 把 换 热 边界 统一 表示 为 第 三 类 换 热 边界 ， 如 有 条 在 单元 边 上 存在 换 热 边界 条 
件 ， 各 条 单元 边 上 的 边界 换 热 条 件 将 在 单元 温度 刚度 矩阵 中 生成 附加 项 。 单 元 边 所 产生 
的 附加 项 为 ， 





H; = | NIVd (7-30) 
U 


在 单元 的 万 边 上 定义 一 个 局 部 坐标 *， 与 第 2 草 的 方法 一 样 单元 的 形态 函数 用 局 部 坐标 
表示 为 





4 L-s 
N=7, N= m 





假定 传 热 系数 为 常数 ， 
s” s(L—s) 











人 1 rr " 
L L 
H; =4| N I(N, WN, Nd = 4| (Et (731) 
N, 三 Vhs 
0 0 0 


因此 ， 在 单元 1 边 上 和 存在 换 热 边界 条 件 所 产生 的 附加 项 为 ， 
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2 1 0 
hl 
万; = i 2 0 (7-32) 
0 0 0 
同样 ， 在 单元 JW、MI 边 上 存在 换 热 边界 条 件 所 产生 的 附加 项 为 ， 
0 0 0 
hl 
Hi=|0 2 1 (了 7355) 
0 1 2 
2 0 1 
hl 
0 | (7-34) 
1 0 2 


由 边界 换 热 条 件 生 成 的 温度 载 傈 问 量 为 ， 
Pp: = | NhTdT 


假定 在 单元 的 1 边 上 传 热 系数 与 介质 温度 均 为 第 数 ， 由 于 1 边 上 存在 热 交换 而 产生 的 
温度 载体 为 











S 
N, 歼 
Pp; =n7 | IN ds =nT| -sl 
Ns 
AT/ 
忆 = 一 一 (7-35) 
i 2 
0 
同样 ， 在 单元 JM、MI 边 上 和 存在 换 热 边界 条 件 所 产生 的 温度 载 信 为 
0 
hTl. 
pe 了 (7-36 ) 
1 
hTl | 
a = 0 (737) 
1 


7.5 等 参 单元 的 温度 刚度 矩阵 





来 用 四 结 点 四 边 形 等 参 单元 分 析 温 度 场 ， 用 式 (7-22)、 式 (7-23 ) 可 以 计算 出 相应 的 单元 
和 


ON; un 9N, 0A， 
大 = déd 7-38 





OX Oy 
0€ 06 


07 07 
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ON, 0y ON; 9y9N; 
Ox 1 | 9n 9é€ 9é on 


aN,| IJ oxoN, oxoN, 




















Bi oe oe 0 
对 于 如 图 7-3 所 示 的 四 结 点 四 边 形 等 参 单元 ,假定 四 个 
结 点 坐标 为 : 1(%1,71), 2 C6%2,72), 3(%3,y3), 4(x4 ,Ya4)o ” 


四 个 形 闻 数 如 下 : WN = 二 (1 -E)(1 -7)，NV， = 二 (1 


Om), N= + +), N=T(1-é) (+n), 




















1 
X= > WN (em NN . 

4 

= 
oN 1 oN, 1 oN; 1 aN, 1 
ri -7),， HE 74( -7),， HE 74( + ”7),， Et 
OA ] oN, ] oN; 1 oN, 1 

9 ] | 

4 2 = = + NN 一 %2 + Ns ~ Na) 

Ox _ 


] 
人 + Xa 一 Xi 一 %2 ) + EN —X + Xs 一 %4 ) 


om 4 
yy ty) + + i) 
0€ 4 2 1 3 4 4 1 2 3 4 


0 1 
和 03 + yi 








oN. Es eo ON oN., 
ar |]| 用 所 








on dE oe on 
温度 刚度 矩阵 元 素 的 具体 值 由 数值 积分 得 到 ， 在 这 里 不 再 继续 推导 。 


e OA OA e 0 人 V 
[x| 








7.6 稳 态 传 热 问题 温度 场 分 析 


例 7-3: 正方 形 截面 的 烟 向 如 图 7-4 所 示 ， 烟 图 由 混凝土 建造 ， 边 长 为 60cm， 通道 的 边 
长 为 20cm， 混凝土 的 导热 系数 为 k=1.4WA(m :KK)。 假 定 烟 回 内 表面 的 温度 为 100% ， 烟 
园 外 表面 骏 露 在 空气 中 ， 空 气 的 温度 为 30% ， 传 热 系 数 为 h =20W/(m .KK)。 计 算 烟 向 截 
面 内 的 稳 态 温度 场 (参见 《有 限 元 方法 理论 与 ANSYS 应 用 》“Finite Element Method Theory and 
Application with ANSYS”, 第 279 页 ) 。 

根据 烟 因 的 换 热 边界 条 件 ， 在 烟 称 截面 内 的 热量 传导 具有 对 称 性 ， 可 以 建立 四 分 之 一 截 
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面 的 有 限 元 模型 。 在 这 里 ,仍然 建立 整个 截面 的 有 限 元 模型 。 选 择 热 分 析 单 元 PLANF55 划 
分 单元 网 格 ， 内 部 边界 的 每 条 边 上 划分 4 份 ， 外 部 边界 的 每 条 边 上 划分 12 份 。 在 内 部 边界 
上 定义 温度 边界 (第 一 类 边界 条 件 )， 在 外 部 边界 上 定义 对 流 边 界 ( 第 三 类 边界 条 件 )， 定义 
边界 条 件 后 的 有 限 元 模型 如 图 7-5 所 示 。 


-- 


60cm 












































图 7-4 烟 贺 截面 图 7-5 有限 元 模型 
在 内 部 边界 上 定义 温度 边界 条 件 ， 选 择 Main Menu > Preprocessor > Loads > Define Loads > 
Apply > Thermal > Temperature > On Lines。 
选择 内 边界 上 的 线段 后 ， 强 出 在 线段 上 定义 温度 的 对 话 框 如 图 7-6 所 示 。 在 对 话 框 中 ， 
将 待 约束 的 结 点 自由 度 定义 为 温度 (TEMP)， 在 “Load TEMP value” 编辑 框 中 定义 结 点 温 
度 ， 在 这 里 为 100%C。 


[CL] Bpplhy TEMP on lines 
Labz CoFsto be constrained 上 || DOF 


[En 
pply as [constant value "| 


IF constant value then: 
waLUE Load TEMP walue 100 


KEXPMC Bpphy TEMP to endpoints? [No 


OK | bpply | Cancel | Help | 





图 7-6 在 线段 上 定义 温度 边界 的 对 话 框 
在 外 部 边界 上 定义 对 流 边 界 条 件 ， 选 择 Main Menu > Preprocessor > Loads > Define Loads > 
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Apply > Thermal > Convection > On Lines。 

选择 外 边界 上 的 线段 后 ， 弹 出 在 线段 上 定义 对 流 换 热 条 件 的 对 话 框 如 图 7-7 所 示 。 在 对 
话 框 中 ， 在 “Film coefficient” 编 辑 框 中 输入 导热 系数 ， 在 “Bulk temperature” 编辑 杠 中 输 
入 介质 温度 。 


Flapply CONY on lines | x| 
[SFL] Bpplhy Film Coef on lines [eonst ant value "| 


IF Constant walue then: 


waLI Film coefficient -3 


[SFL] Bpplhy Bulk Temp on lines [Eonst ant value "| 


IF constant walue thenm': 


waLzI Bulk temperature 0 


IF Constant walue then: 
mptional CONY walues at end 3] of line 
tleawe blank For uniform COMY 


F 
waL] Film coefFicient | 


waLz] Bulk temperature 


ok | 名 PP 人 | ancel | Help | 


图 7-7 在 线段 上 定义 换 热 边界 条 件 的 对 话 框 

烟 欠 截面 内 的 温度 场 分 布 如 图 7-8 所 示 ， 热 流量 和 失 量 的 分 布 如 图 7-9 所 示 。 热 流量 矢量 
方向 验证 了 建 模 时 的 判断 ， 热 传导 在 水 平和 垂直 方向 上 对 称 。 稳 态 温 度 场 分 布 与 物体 的 初始 
状态 无 关 ， 那 么 图 7-8 所 示 烟 处 截面 的 温度 分 布 是 否 与 材料 的 导热 系数 相关 ? 在 烟 囚 壁 内 没 
有 热源 ， 截 面 上 的 温度 分 布 满足 Laplace 方程 ， 与 材料 的 导热 系数 也 无 关 。 在 本 问题 中 ， 换 
热 边界 条 件 确 定 了 截面 上 的 温度 场 分 布 。 

例 7-4: 把 烟 因 的 模型 做 些 修改 ， 假 定 烟 和 壁 由 两 层 材 料 构成 。 内 层 材 料 为 混凝土 ， 外 
表面 的 截面 尺寸 为 30cm x 30cm， 烟 向 通道 的 尺寸 不 变 ， 仍 为 20cm x20cm。 外 层 用 保温 材 
料 ， 导 热 系 数 为 k=0.1WA(m :KK)， 外 部 表面 的 截面 尺寸 不 变 ， 内 部 表面 的 截面 太 寸 为 
30cm x30cm。 换 热 边界 条 件 不 变 。 

根据 传 热 方向 的 对 称 性 ， 取 如 图 7-10 所 示 的 四 分 之 一 截面 的 有 限 元 模型 。 仍 然 用 单元 
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TENP AWG) 
TF 
RSYS=D ELEM=29 
PowerGraphics MIN=.013479 
EFACET=1 MA .051084 
aVRES=Iat 
SI =34.213 zy =1 
SIt: =100 DIST=33 
WF =30 

zy =1 YF =30 
DIST=33 2-BUFFER 
xF =30 ED'GE 
YF =30 .013479 
2-BUFFER =- 国 国 .018769 

34.213 国 呈 ,0za4058 
国 国 41.522 _、 国 .0z9346 
国 国 6.552 ”四 .034637 

56.142 CC 
CC ] .039927 

563.451 ~ 男 国 
[J] .045215 
| -0 651 [| ,050506 
[CL ] 

78.071 | .055795 
已 LL 

85.381 .061084 
| 52.59 
CC 





图 7-8 烟 向 截面 内 的 温度 场 分 布 图 7-9 ”热流 量 矢量 的 分 布 
PLANES5 划分 单元 网 格 ， 由 于 烟 囚 稚 面 由 两 层 不 同 材 料 构 成 ， 在 划分 单元 网 格 时 要 指定 不 
同 的 材料 属性 。 在 内 壁面 上 ， 每 条 边 上 划分 4 份 ; 在 外 壁面 上 ， 每 条 边 上 划分 12 份 ; 沿 厚 
度 方向 上 ， 内 层 划 分 2 份 ， 外 层 划 分 6 份 ， 采用 四 边 形 单 元 划分 后 的 有 限 元 模型 如 图 7-11 
所 示 。 双 层 烟 向 截 面 的 温度 分 布 如 网 7-12a 所 示 ， 热 流量 矢量 分 布 如 图 7-12b 所 示 。 





图 7-10 双 层 烟 因 四 分 之 一 截面 图 7-11 四 分 之 一 截面 的 有 限 元 模型 
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a) 


图 7-12” 双 层 烟 向 截面 的 温度 与 热流 矢量 分 布 
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对 比 两 种 不 同 结构 烟 罗 的 温度 分 布 和 热流 量 分 布 ， 稳 态 温 度 场 分 布 与 材料 的 传 热 系 数 相 
天 。 内 层 材 料 的 导热 系数 了 远大 于 外 层 材 料 ， 热 量 很 快 传 进 内 层 烟 图 。 双 层 烟 图 外 层 材 料 的 导 
热 系数 比较 小 ， 接 近 保温 材料 ， 回 外 部 环境 传 热 慢 了 很 多 ， 所 以 内 层 烟 回 的 温度 很 高 。 比 较 
热流 量 分 布 ， 双 层 烟 囚 外 表面 的 热流 密度 约 为 50Wvm- ， 而 单 层 烟 向 外 表面 的 热流 密度 约 为 
200W/Am ， 保 温 材料 的 确 能 够 有 效 地 阻止 热量 散失 。 北 方 城市 的 供暖 管道 都 包 有 一 层 隅 热 材 
料 就 是 基于 这 个 道理 。 











7.7 了 瞬 态 传 热 问题 温度 场 分 析 


例 7-$: 半径 为 20mm 的 钢 球 ， 其 导热 系数 为 k=24W/mC ， 密 度 p =7840kg/m ， 比 热 
容 C=550JAkg* CC ， 初 始 温度 为 7,= 940%C。 将 此 钢 件 置 于 温度 为 7 = 80%C ， 传 热 系 数 为 
有 =300WA(m”…%C ) 的 介质 中 冷却 ,计算 此 钢 球 冷却 过 程 的 温度 分 布 及 其 演化 。 根 据 问题 的 
对 称 性 ， 此 问题 可 以 作为 轴 对 称 问 题 进行 分 析 ， 取 圆 球 截面 的 1/4。 

1. 生成 几何 模型 

按照 ANSYS 软件 的 约定 ， 轴 对 称 问题 必须 以 Y 轴 作 为 对 称 轴 。 

生成 关键 点 ， 选 择 main menu > preprocessor > modeling > create > keypoints > in active cs, 
生成 K1(0,0) ，K2(20,0) ，K3(0,20)。 在 直角 坐标 系 中 生成 两 条 百 边 ， 选 择 main menu > 
preprocessor > modeling > create > lines > lines > straight lne， 连 接 KL 、K2 生成 一 条 下边， 连接 
K1 、K3 生成 第 二 条 下 边 。 在 圆柱 坐标 系 中 生成 圆 弧 线段 ，Utility menu > workplane > change 
active cs to > global cylindrical, 将 当前 坐标 系 设 定 为 圆柱 坐标 系 ，main menu > preprocessor > 
modeling > create > lines > lines > in active coord， 连 接 K2、K3 生成 圆 跑 线段。 选择 Utility 
menu > workplane > change active cs to > global cartesian, 将 当前 坐标 系 重 新 设 定 为 直角 坐标 
系 。 选 择 main menu > preprocessor > modeling > create > areas > arbitrary > by lines ， 选 择 三 个 线 
段 ，apply/ok ， 构 成 面 。 

2. 生成 有 限 元 模型 

1) 选择 单元 类 型 ，Main menu > Preprocessor > 上 Element type > Add/edit/ delete 

点 击 按钮 “Add...”， 弹 出 单元 库 选 择 界 面 : 选择 Thermal Solid ， Quad 8node 77 。 

点 击 按钮 “Option. .. ”弹出 如 图 7-13 所 示 对 话 框 ， 在 “K3” 域 选 择 单 元 行为 轴 对 称 类 型 。 

2) 定义 材料 参数 。 选 择 Main menu > Preprocessor > Material props > Material models ， 在 弹 

















4 FLANETT element tyEe options 


Dptions for FLANETT, Flement Type Ref. Ho. 1 


Specific heat matrix Kl 


Flement behawlor EK3 [hcisymmetric "| 
DK | Cancel | Help | 








图 7-13 ”类 型 选项 对 话 框 
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出 的 “Define Material Model Behavior” 界面 中 双击 “Thermnal”; 双击 “Conductivity > isotrop- 
ic”， 输 入 导热 系数 为 0.024; 双击 Specific Heat， 输入 比热容 为 550; 双击 Density， 输 入 窗 
度 为 7.84e-6 。 

3) 划分 单元 。 选 择 main menu > preprocessor > meshing > size controls > smart size > basic ， 
选择 单元 划分 密度 水 平 6， 如 图 7-14 所 示 。 





"Basic SmartSire Settines 
[SMRTSIZE] Smartsiring 
10 fcoarse) ... 1 lfinel 


LL Sire Lewel EB Tae Elt | 
DEK | hrplw | Carncel | Help | 





图 7-14 单元 密度 控制 
4) 划分 网 格 。 用 目 由 划分 方式 生成 网 格 ， 
main menu > preprocessor > meshing > mesh > are- 
as > free; 拾取 几何 实体 ， 选 择 OK。 有 限 元 模 
型 如 图 7-15 所 示 。 
3. 施加 约束 和 载荷 
瞬 态 温度 场 分 析 要 给 定 初始 温度 场 、 换 
热 条 件 ， 在 这 里 设 定 钢 球 的 初始 温度 、 传 热 
系数 和 介质 温度 。 设 定 均 匀 分 布 的 初始 温度 ， 


main menu > solution > define loads > apply > 











thermal > temperature > uniform temp， 弹 出 对 话 
框 如 图 7-16 所 示 ， 把 初始 温度 设 为 940Y 。 

定义 边界 传 热 系数 ，main menu > solution > 
define loads > apply > thermal > convection > on 
lines， 选 择 换 热 边界 线段 ， 在 如 图 7-17 所 示 
“Apply CONV on lines” 对 话 框 中 指定 换 热 系 图 7-15 球体 的 轴 对 称 网 格 





4 Uniform Temperature 





[TUNIF] Unifovrm temperature 940 


OF | Cancel | Helrp | 





图 7-16 均匀 温度 设置 对 话 框 
数 。 当 传 热 系 数 为 常数 时 ， 在 “VALI” 域 输入 传 热 系数 为 3e-4; 在 “VAL2I” 域 输入 介质 温 
度 为 80。 
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"hpply CONY om lines 





图 7-17 “Apply CONV on lines” 对 话 框 
4. 求解 
确定 计算 类 型 ，main menu > solution > analysis type > new analysls ; 选择 Transient 。 
设 定 保存 计算 结果 的 方式 ，main menu > solution > load step options > output controls > db/ 
results fle， 显 示 如 图 7-18 所 示 的 对 话 框 ; 选择 “Every substep” 保存 每 个 时 间 步 的 计算 


Controls for Database and Fesults File Writine 





图 7-18 数据 库 与 输出 控制 对 话 框 
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结果 。 
设 定 计算 时 间 与 子 计 算 步 数目 ，main menu > solution > load step opts > time/frequenc > 
time and substeps ， 显示 如 图 7-19 所 示 对 话 框 ， 计算 步 数 为 40， 计 算 时 间 为 20s。 


Time and Substep Uptions 








图 7-19 ” 设 定 时 间 与 子 计 算 步 数目 的 对 话 框 

进行 运算 ， 选 择 Main menu > Solution > Current ls; 选择 OK ， 求解 。 

5. 后 处 理 

1) 显示 某 个 子 计算 步 (时 间 步 ) 的 截面 温度 分 布 。 列 出 所 保存 的 全 部 时 间 步 及 对 应 的 时 
间 ，Main menu > General postproc > List results > Results summary ， 显示 如 图 7-20 所 示 对 话 框 ，; 
选择 需要 观察 的 时 间 步 ， 点 击 Read 恋人 计算 结果 。 

读 取 第 4 步 的 计算 结果 ， 显 示 该 时 间 步 的 温度 场 分 布 ，Main menu > General postproc > 
Plot results > Contour plot > Nodal solu 。 

第 4 步 ， 即 冷却 7s 时 的 温度 场 分 布 如 图 7-21 所 示 。 

2) 显示 结 点 温度 随时 间 的 变化 过 程 。 进 入 时 序 后 处 理 侨 ，Main menu > Timehist postpro。 


第 7 章 ” 传 热 问 题 的 有 限 单元 法 “ 147 . 


Resulis File: spherel.rih 图 
hwallable Data Sets: 
Set Time Load Step substep Cumr 
1 0. S0000 1 1 
1. D0000 1 之 
3 2. S000 1 3 
4 7.0000 1 4 
5 12.0D0 1 5 
B 17.000 1 B 
7T 20.000 1 了 





一 一 一 一 一 


Read | He:xt | Prewi ous | 
Close | Help | 





图 7-20” ”时间 步 显 示 对 话 框 


HODEL SO0LUTINN 


3 =920.608 


3930.5608 





图 7-21 冷却 7s 时 的 温度 场 
显示 如 图 7-22 所 示 的 辅助 工具 ， 先 将 辅助 工具 关闭 。 
定义 变量 ， 选 择 Main menu > Timehist postpro > Define varibales 。 
在 如 图 7-23 所 示 “Defined Time-History Variables” 对 话 杠 中， 点 击 “Add” 按 钮 ， 定 义 
竺 显示 的 变量 。 
以 折线 形式 在 视窗 中 显示 所 定义 的 变量 ，main menu > timehist postpro > graph variables 。 
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Time Histors Yariables 一 .spherel.rih 

File Help 

省 六 图 蜀 到 加 图 司 到 天 il 本 
MA Variable List 


Element. Hode Resilt Item 了 1 ni mam 
Time 


Defined Time—Historyv Yariables 
Currently Defined Specificati ons: 


Variable Tvype El em Hode Iter 
1 TIME 
之 Hs0L 





HS0L 











图 7-23 ”定义 时 序 变量 的 对 话 框 
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显示 如 图 7-24 所 示 的 对 话 框 ，X 轴 上 默认 为 时 间 。 依 次 填 入 之 前 定义 好 的 变量 的 序号 ， 显示 
如 图 7-25 所 示 的 中 心 与 表面 温度 随时 间 变 化 的 曲线 图 。 





图 7-25 中心 与 表面 温度 随时 间 变 化 的 曲线 图 
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习 并 


1. 用 ANSYS 软件 分 析 稳 态 温 度 场 分 布 ， 为 什么 不 用 定义 材料 的 密度 、 比 热 容 以 及 初始 温度 分 布 ? 
2. 用 四 边 形 四 结 点 等 参 单 元 进行 稳 态 热传导 分 析 ， 假 设 在 单元 的 万 边 上 存在 第 三 类 换 热 边界 ， 传 热 系 
数 为 丸 ， 外 部 介质 温度 为 四。 计算 由 于 在 万 边 上 存在 换 热 所 产生 的 单元 温度 载 符 向 量 产 。 
3. 有 一 外 直径 为 20cm， 壁 厚 为 lcm 的 钢 制 输 热 管道 ， 外 包 lcm 厚 的 石棉 材料 保温 层 。 材 料 的 热 导 率 
如 题 表 7-1 所 示 。 输 热管 道内 传输 温度 为 200Y 的 水 蒸气 ， 保 温 层 外 表面 直接 与 空气 接触 ， 空 气温 度 为 
20% 。 用 ANSYS 软件 计算 管 壁 内 和 保温 层 内 的 温度 分 布 。 
题 表 7-1 材料 的 热 物 理 参 数 


5 




















人 Select Enti... E34 








; INodes "| 
2) 如 果 在 输 热 管道 的 外 面包 才 0. 5cm 厚 的 石棉 材料 ， 保 温 材 料 外 表面 By NumiPick "| 


Y a 
的 热流 密度 是 多 少 ? 


3) 为 什么 包 履 保温 材料 后 ， 在 钢 制 管道 的 截面 上 温度 几乎 相等 ? ® From Full 
提示 : 读 取 表面 热流 密度 的 方法 如 下 ; ~ Reselect 


[ 上 ISO Select 


1) 在 Utiity Menu 中 选择 ， Select > Entities. . . ， 弹出 实体 选择 对 话 框 ， 
[ Unselect 


如 题 图 7-1 所 示 。 在 对 话 框 最 上 边 的 选择 框 中 ， 选 择 Nodes ，By Num/Pick。 


选择 OK， 弹 出 结 点 选择 对 话 框 。 拾 取 相 应 表面 上 的 结 点 。 a 
uele None| | 


OK | Apply | 
_Plot | 





2) Main Menu > General Postproc > List Results > Nodal Solution ， 选 择 Flux& 
gradient，All ther flux TF。 

列 出 所 选 结 点 的 热流 密度 ， 其 中 的 TFSUM 就 是 要 读 取 的 值 。 继 续 进行 其 ee 
他 操作 之 前 ， 别 忘 了 选择 Utility Menu > Select > Everything， 恢复 默 认 的 选 
择 集 。， 题 图 7-1 实体 选择 对 话 框 
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